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0 Einleitung

,Die Theorie der Riemannschen Flachen [, eindimensionalen komplexen Mannigfal-
tigkeiten,| verdankt ihren Ursprung der Tatsache, dafl bei der analytischen Fortset-
zung holomorpher Funktionen lings verschiedener Wege verschiedene Funktionswerte
entstehen kdnnen. Setzt man deshalb einen holomorphen Funktionskeim unbegrenzt
analytisch fort, so entsteht eine im Allgemeinen mehrdeutige Funktion. Um wieder
zu eindeutigen Funktionen zu gelangen, ersetzt an den Definitionsbereich durch eine
iiber der komplexen Ebene gelegene mehrblittrige Fléache, die iiber jedem Grundpunkt
soviele Punkte besitzt, wie die fortgesetzte analytische Funktion verschiedene Funk-
tionskeime aufweist. Auf dieser ,Uberlagerungsfliiche* wird die analytische Funktion
dann eindeutig. Abstrahiert von der Tatsache, daff die Fliache iiber der komplexen
Ebene (oder Zahlenkugel) ausgebreitet ist, erhdlt man den allgemeinen Begriff, der
Riemz%mschen Fliche als Definitionsbereich analytischer Funktionen einer Verédnderli-
chen.

Im Rahmen dieser Arbeit werden zunédchst Grundlagen der Topologie und der Funk-
tionentheorie wiederholt und anschlieffend welche der Theorie der Riemannschen Fli-
chen geschaffen, um einen zentralen Satz aus der Theorie der kompakten Riemannschen
Flachen zu beweisen, den Satz von Riemann Roch.

Jener liefert unter anderem eine Aussage iiber die Anzahl linear unabhéngiger mero-
morpher Funktionen auf kompakten Riemannschen Flichen, deren Polstellenvielfach-
heit durch gewisse Vorgaben beschrankt ist.

Als kleinen weiteren Ausblick, wird im Anschluss der Serresche Dualitédtssatz be-
wiesen, womit es moglich ist, eine dquivalente Aussage des Satzes von Riemann-Roch
zu beweisen um daraufhin eine Anwendung des Satzes genauer zu beleuchten: Die
Einbettung des komplexen Torus in den Projektiven Raum P? als Nullstel-
lenmenge eines kubisches Polynoms.

Im weiteren Ausblick wird jedoch nicht mehr jedes kleine Detail bewiesen. Dem inter-
essierten Leser ist es iiberlassen, an gewissen Stellen des weiteren Ausblicks im Selbst-
studium aufkommende Fragen zu beantworten, jedoch ist ohne den weiteren Ausblick
die Arbeit so verfasst, dass sie groftenteils von Studenten, welche die Vorlesungen
Analysis 1 und 2, sowie die Vorlesungen Lineare Algebra 1 und 2 besucht haben, gut
verstanden werden kann.

I Forster, Otto: Riemannsche Flichen



1 Grundlagen

Fiir die gesamte Arbeit seien I, J, K stets Indexmengen.

1.1 Funktionentheorie und Topologie

Definition 1.1.1. Sei U C C offen.
Eine Abbildung f : U — C heiftt komplex differenzierbar in z¢ € C, falls der
Grenzwert

lim , wobei h € C, existiert.
h—0

Ferner heifit eine Abbildung f holomorph in zg € U

= AV C U offen, zg € V : f komplex differenzierbar Vz € V.

Ist f auf ganz U holomorph, so spricht man auch von einer holomorphen Funktion.

F(zoth)—f(20)
h

Satz & Definition 1.1.2.

i) Unter den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (C.R.DGL) ver-
steht man das folgende System von Differentialgleichungen reellwertiger Funktio-
nen u,v :€ R? = R:

1) S&(x,y) = §5(x,y)
2) St(x,y) = —32(x,y)
ii) Mittels Identifikation der komplexen Zahlen C mit R? gilt nach einem Resultat
aus der Funktionentheorie:
f=(u,v) ist eine holomorphe Funktion < u,v geniigen der C.R.DGL
In diesem Fall gilt f' = % = —ig—;{’;.
Definition 1.1.3. Sei X eine Menge.

Eine Teilmenge T C B(X) der Potenzmenge von X heifit Topologie, falls die folgen-
den Axiome erfiillt sind:

i) 0,Xe%
i) UVeT=UNVeT

i) U;€e¥vViel=JU; €%
icl
Ein Paar (X, %) wird topologischer Raum genannt und die Elemente U € T werden
als offene Mengen bezeichnet.

Definition 1.1.4. Sei (X, ¥) ein topologischer Raum.
Eine Teilmenge % C ¥ heiflt Basis der Topologie T, falls jedes Element U € ¥ als
Vereinigung von Elementen aus ¥ dargestellt werden kann, d.h.

U= B;,B;eBViel.
el



Definition 1.1.5. Ein topologischer Raum (X, %) heift Hausdorffsch
= Va,y € X,z #y 3U,V C X offene Ungebungen von z bzw. y, s.d. UNV = (.

Definition 1.1.6. Seien (X, T), (X', %) topologische Ridume.

Eine Abbildung f : X — Y heift stetig in a € X

= VV CY offene Umgebung von f(a) 3U C X offene Umg. von a, sodass f(U) C V.
Eine Funktion f heifst stetig, falls f in allen a € X stetig ist.

Bemerkung 1.1.7. Es gilt: f: X — Y stetig & f~1(V) C X offen VV C Y offen.

Definition 1.1.8. Eine Abbildung f : X — Y heifst Hom6éomorphismus

= f, f~! sind bijektiv und stetig.

Existiert ein solcher HomdOomorphismus, so heifen X und Y zueinander homdo-
morph.

Analog definiert man einen Biholomorphismus, falls f, f~! bijektiv und holomorph
sind. Hier heiffen X und Y folglich biholomorph, in Zeichen: X =~ Y

Definition 1.1.9. Ein topologischer Raum (X, %) heifft Mannigfaltigkeit der Di-
mension n € Ny, falls folgende Axiome erfiillt sind:

i) X ist lokal euklidisch, d.h.
Vo € X 3U C X offene Umgebung von z so, dass U ~ V C R"™.
Mit anderen Worten: Es existiert eine Karte ¢ : U =5 V,V C R™ offen.

ii) X ist Hausdorffsch,

iii) ¥ hat eine abzdhlbare Basis.



2 Vorbereitung

2.1 Riemannschen Flachen
Definition 2.1.1. Sei X eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit.
1. Unter einer komplexen Karte auf X versteht man einen Homdomorphismus
¢ : U =5V, wobei U C X offen, V C C offen sind.

2. Zwei komplexe Karten ¢; : U; — V;,i = 1,2 heiflen biholomorph vertriglich,
falls der Kartenwechsel ¢ o gpl_l 2 p1(Ur NUy) — ¢o(Uy NUs) biholomorph ist.

3. Ein komplexer Atlas auf X ist ein System von Karten = {p; : U; — V;}
fiir das gilt:
) YU, =X
i€l
i) ¢; : U; — V; sind paarweise biholomorph vertraglich fiir alle i € T

4. Zwei Atlanten %, 7 heifen biholomorph vertriglich
1<, ¥ sind biholomorph vertréiglich Vo € %,V € V.

Bemerkung 2.1.2. Um die biholomorphe Vertriglichkeit zweier komplexer Atlanten
U ={pi Ui = Vi}icr,V ={¥, : U; — V;}jecs nachzuweisen, geniigt es zu iiberprii-
fen, dass komplexe Karten ¢; € % und komplexen Karte ¥; € 7 existieren, welche
die Mannigfaltigkeit X iiberdecken und paarweise biholomorph vertriglich sind, da
folglich fiir zwei beliebige Karten ¢;; € %, ¥, € ¥, (iiberall auf X) gilt:
Fel,jeJ:po \Ilj_1 biholomorph

= (pirop; ) o (pio W) o (¥, 0W") = @ 0 ¥," biholomorph,
auf den entsprechenden Definitionsbereichen.
Bemerkung 2.1.3.
a) Sei ¢ : U — V eine kompl. Karte, Uy C U offen, V; := ¢(Uy)

-1
= ¢, sind bih. vertriglich, da po [ ¢ = ot = Idy,
v, v o v

b) Biholomorphe Vertriglichkeit zwischen komplexen Atlanten definiert eine Aqui-
valenzrelation, im folgenden bezeichnet [%] also die Aquivalenzklasse aller zu %
biholomorph vertriglichen Atlanten auf eine Mannigfaltigkeit X.

Definition 2.1.4. Unter einer komplexen Struktur X = [%] auf einer zweidimen-
sionalen Mannigfaltigkeit X versteht man eine Aquivalenzklasse biholomorph dquiva-
lenter Atlanten auf X.

Bemerkung. Die Definition von Riemannschen Flichen fordert, dass es sich bei der
zugrundeliegenden Mannigfaltigkeit um eine unberandete Mannigfaltigkeit handelt.
Die Theorie der berandeten Mannigfaltigkeiten wurde zwar auch bereits eingehend
untersucht, wird im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht vertieft.

el



Bemerkung 2.1.5. Jede komplexe Struktur ¥ auf X enthilt einen eindeutig be-
stimmten maximalen Atlas %/*, welchen man wie folgt gewinnt:

1. Beginne mit einem beliebigem Atlas % € X..

2. Fiige zu % alle komplexen Karten aus X hinzu, die mit allen Karten aus %
biholomorph vertréglich sind, also
U ={p:U— V| ¢ Karte auf X, ¢ bih. vertraglich mit allen U € % }.

Definition 2.1.6.
Ein solches Paar (X, X) wird als Riemannsche Fliche bezeichnet.
Meist schreibt man kurz X, falls klar ist, welche komplexe Struktur zugrunde liegt.

Vereinbarung 2.1.7.
Mit einer komplexen Karte auf einer Riemannschen Fliche X ist stets eine komplexe
Karte des maximalen Atlas der komplexen Struktur von X gemeint.

Beispiel 2.1.8.

i) Die Gaufsche Zahlenebene C bildet mit ¥ = [id : C — C] eine Riemannsche
Flache.

ii) Sei X eine Riemannsche Fliche und Y C X ein Gebiet, d.h. eine offene, zu-
sammenhingende Teilmenge, so wird Y in natiirlicher Weise wieder zu einer
Riemannschen Fléiche, indem man die komplexe Struktur durch den Atlas defi-
niert, der aus allen komplexen Karten ¢ : U — V auf X besteht, fiir die U C Y
gilt.

iii) Die Riemannsche Zahlenkugel P; := C U {co} wird mittels folgender Topo-
logie zu einem kompakten topologischem Raum, welcher homdomorph zu S? ist:

V' C C offen
V = U U {oo}; wobei UY C C kompakt

PP, ist mittels der Aquivalenzklasse des Atlas, der aus den Karten

VClF’loffen(:){

o1 : P1\{oo} = P1\{o0}, 2 — 2

L falls z € C*
©2 : Pl\{O} — P1\{0}, Z = z f
0, falls z = ¢

besteht, eine kompakte Riemannsche Fliche.



Definition 2.1.9. Seien X;, X5, X Riemannsche Flichen, Y C X offen.

1. Eine Abbildung f : Y — C heifit holomorphe Funktion, falls fiir alle Karten
@ auf X gilt: fop™: p(UNY) — C ist holomorph im iibliche Sinne.
o) =4{f:Y > (C|f holomorph} bezeichnet Menge aller holomorphen Fkt.
auf Y.

2. Sei ¢ : U — V ein Karte auf X, so nennt man ¢ auch lokale Koordinate und
(U, ¢) Koordinatenumgebung jedes Punktes a € U.
Sei ¢ : U — V Karte auf X, so ist ¢ eine komplexwertige Funktion auf U und
holomorph, da ¢ o ¥~ (bi-)holomorph fiir alle Karten ¥ auf X.
In diesem Zusammenhang der lokalen Koordinate wird oft z statt ¢ verwendet.

3. Eine stetige Abbildung f : X; — X heifit holomorphe Abbildung, falls fiir
alle ; : Uy — V; Karten auf X; und fiir alle ¥; : U; — V; Karten auf X, mit
f(U;) C U;j gilt, dass

U0 fo(p;)~t:V; = V; holomorph ist.
Eine Abbildung f heift biholomorph, falls f, f~! bij., holom. Abbildungen sind.
X1, X5 heiffen Isomorph :< 3f : X; — X5 biholomorph

Warnung 2.1.10.
Generell wird zwischen holomorphen Abbildungen und Funktionen unterschieden.
Im Spezialfall Xy = C ist eine holomorphe Abbildung auch eine holomorphe Funktion.

Bemerkung 2.1.11. Es gelten

1. f:Y — C holomorph

< Hp; : U = Vi }ier Familie von Karten auf X mit Y C | U; so, dass fo gpi_l
i€l
holomorph ist.

2. XY, Z Riemannsche Fliachen, f: X — Y,g:Y — Z holomorphe Abbildungen
= go f: X — Z ist eine holomorphe Abbildung.

Da der Beweis des folgenden Satzes mehrere Sétze benétigt, wird dieser hier ohne
Beweis aufgefiihrt:

Satz 2.1.12. Auf einer kompakten Riemannschen Fliache X ist jede holomorphe Funk-
tion f : X — C konstant.

Definition 2.1.13. Sei X Riemannsche Fliche, Y C X offen.
Eine auf einer offenen Teilmenge Y’ C Y definierte holomorphe Funktion heifit mero-
morphe Funktion auf Y, falls

i) Y\Y” besteht aus isolierten Punkten, d.h. falls y € Y'\Y’, so existiert eine
offene Umgebung U C Y von y, sodass U NY\Y' = {y}.

i) pe Y\Y' = lim|f(x)| = cc.
T—p



A(Y) :={f:Y' — C|f meromorph auf Y} bezeichue die Menge aller meromorphen
Funktionen auf Y und die Elemente p € Y\Y’ bezeichnet man als Polstellen von f.

Bemerkung 2.1.14. Eine meromorphe Funktion f auf einer Riemannschen Fliche
X besitzt nur isolierte Nullstellen, folglich ist .#(X) ein Korper.
(Beweis via Identitatitssatz fiir Riemannsche Flichen.)

2.2 Garben

Vereinbarung 2.2.1. In diesem Unterkapitel ist, sofern nichts anderes erwdhnt, mit
X stets ein beliebiger topologischer Raum (X, ¥) gemeint.

Definition 2.2.2.
Unter einer Prigarbe von Mengen auf X versteht man ein Paar (%, o), wobei gelten

i) # = (7 (U))yeq Familie von Mengen.

ii) o= (gg)U"%T’V v » Familie von “vertréiglichen Einschrankungsabbildungen
o F(U)— Z(V),dh.
a) oy = Idzw)
b) oV 00l = ol fir W CV CU

Diese Abbildungen existieren fiir alle Inklusionen.

Bemerkung 2.2.3.

Analog werden Prigarben von abelschen Gruppen, Ringen, Vektorrdumen usw. defi-
niert, wobei g eine Familie von Homomorphismen ist und und bei Gruppen z.B.
Z(0) = 0 als triviale Gruppe gesetzt wird.

Die Abbildungen in ¢ werden auch Beschrinkungshomomorphismen genannt.
Ferner werden (%, ¢) mit .# und oY (f) mit f‘v abgekiirzt, wobei hier f € Z#(U).

Definition 2.2.4. Sei .# Préagarbe auf X, so heifit .# Garbe, falls
YU C X offen, V(U;);er offene Uberdeckung von U gelten:

i) fL.ge F(U): Ty, =9|p, Vi€ L= F =09,
ii) Seien f; € Z#(U;),i € I vorgegeben mit f; vy = fj‘UmUj Vi,jel
=3fe Z7(U): f|U‘ = f; Vi € I [eindeutig nach i)].

Falls iiberall lokale Ubereinstimmung herrscht, soll dies also globale Ubereinstimmung
implizieren [7)] und ferner sollen sich lokale Elemente, deren Einschriankung auf dem
gemeinsamen Bereich iibereinstimmt, zu einem globalen Element “verkleben“ lassen

Im Folgenden wurd gelegentlich mit 1. bzw. 2. GA (Garbenaxiom) abgekiirzt.
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Beispiel 2.2.5.

a) Sei (X, %) topologischer Raum, U C X offen, ferner sei ¢ (U) der Vektorraum
aller stetigen Funktionen f:U — C
= (¥, o) ist eine Garbe von Vektorrdumen auf X
(mittels der gewohnlichen Beschrinkungsabbildungen in € (V)).

b) O,.# sind Garben auf einer Riemannschen Fliche X.

c) Sei X eine Riemannsche Fliche, U C X offen.
Sei nun *(U) die multiplikative Gruppe aller hol. Abbildungen f : U — C*,
so ist 0* eine Garbe.

Als néchstes werden sogenannte Halme einer Prégarbe eingefiihrt, welche im
spateren Verlauf dieser Arbeit noch eine wichtige Rolle spielen werden.
Hierfiir wird ein wenig Vorarbeit benétigt:
Sei .Z eine Priagarbe von Mengen auf einem topologischem Raum X und a € X, so
definiert man eine Aquivalenzrelation auf der disjunkten Vereinigung

U 2,

U3a
wobei U alle offenen Umgebungen von a durchlduft.
Definition 2.2.6. Seien a € X;U,V C X offene Umg. von a mit F(U)N.Z(V) =0
und f € Z(U),g € F(V). *
i) f ~q g:& dW CUNYV offene Umgebung von a, sodass f’W

(, also off (f) = oy (9))- i
Bemerke: Va € X bildet ~, eine Aquivalenzrelation.

i) %o :=lim F{U) = ( U ﬁ(U)) / ~q¢ ist der Halm von . im Punkt a.
= U3a
USa
(Gelegentlich liest man auch vom induktiven Limes.)

iii) Sei g, : F(U) = F,, f +— f/ ~q die Projektion auf die Aquivalenzklasse, so
wird 0,(f) als Keim von f in a bezeichnet.

Proposition 2.2.7. Sei % Garbe abelscher Gruppen auf X, U C X offen, so gilt
FU)> f=0<0,(f)=0VzeU.

Beweis. Folgt unmittelbar aus dem 1. Garbenaxiom. [

2.3 Differentialformen

Differentialformen auf dem R™ sind schon aus der Vorlesung Analysis 3 bekannt, via
kanonischer Abbildungen kann man diese auch auf den komplexen Vektorraum C"
erweitern und schlieflich eine sinnvolle Definition fiir Differentialformen auf Riemann-
schen Flichen formulieren. Dafiir ist der folgende Abschnitt vorgesehen.

11



Vereinbarung 2.3.1. In diesem Unterkapitel ist, sofern nichts anderes erwdhnt, mit
X stets eine beliebige Riemannsche Fliche (X, X) gemeint.

Bemerkung & Definition 2.3.2. Sei V C C =~ R?,
C 3 z = z+iy, wobel x, y kanonische reelle Koordinatenfunktionen, so werden definiert:

i) Die C-Algebra &(V') :={f : V — C|f bel. oft nach z und y differenzierbar}
ii) Die Differentialoperatoren des Wirtinger Kalkiils
% = % ((% —i%) und % = % (%—i—i%)
Mit Satz und Definition 1.1.2 folgt direkt: f € (V) < f € ker ().
iii) Zusammenfassend erhélt man also Abbildungen
ar e a1 E(V) = E(V).

Mithilfe der Karten auf Riemannschen Flachen wird nun also zunéchst der Begriff
der Differenzierbarkeit auf Riemannsche Flichen iibertragen.

Bemerkung & Definition 2.3.3. Sei X eine Riemannsche Flache, Y C X offen. Im
Folgenden ist mit differenzierbar stets unendlich oft gemeint.

i) Die Menge aller auf Y differenzierbaren Funktionen wird mit
EY):={f:Y 5ClVz:U =V Karte auf X, UCY : foz"t = f € &V)}
bezeichnet.

Also f: Y — C differenzierbar auf Y :& f € &(Y).
Etwas anschaulicher:

ii) Sei nun (U, z),z = x + iy eine Koordinatenumgebung auf X.
Die Differentialoperatoren auf einer Riemannschen Fliche X lassen sich nun auf

naheliegende Weise definieren:
-1
9 (a) = %(2(@)), wobei f € &(U),a € X, analog fiir 8%, 2.2

iii) Folglich erhilt man £, 2, &, & : &(U) — &(U), wobei das eindeutige Bild
durch

8“37;71) oz € &(U) definiert ist.
(Analog fiir die anderen Abbildungen.)

12



iv) & ist mittels der gewohnlichen Beschrankungsabbildungen eine Garbe, wodurch
man den Halm &, aller differenzierbaren Funktionskeime im Punkt a € X
erhélt.

Durch diese Definition von Differenzierbarkeit auf Riemannschen Flachen ist es uns
nun moglich, den sogenannten Cotangentialraum, sowie das Differential einer differen-
zierbaren Funktion einzufiihren.

Bemerkung & Definition 2.3.4.
Sei X eine Riemannsche Fléche, a € X, U C X offene Umgebung von a.

i) M, = {p € &lp(a) =0} C & ist ein Untervektorraum.

ii) M2 C M, beschreibt alle Funktionskeime ¢ € 9M,, die zweiter Ordnung
verschwinden, d.h. ¢ wird durch eine Funktion f reprisentiert und es gilt
beziiglich einer Koordinatenumgebung (U, z) von a

B (a)=9L(a)=0

Natiirlich ist dies auch ein Untervektorraum und die Definition von 92 ist un-
abhéngig von der Wahl der lokalen Koordinate z.
Sei hierfiir z” eine andere Koordinatenumgebung und mit J_ jeweils die Jacobi-
Matrix gemeint, so gilt:
Jfoz/—l (Z/(CL)) = Jfoz—lozoz/—l (z’(a))
= Jpoo1(2 0271 (a))) Joom1 (2 (@) = 0.
~—_———
=z(a)

=0

i) 71 := M1, /M2 heikt Cotangentialraum von X im Punkt a.

iv) Sei f € &(U), so ist das Differential d, f € 7 von f in a:
dof = (f — f(a))mod M3

Satz 2.3.5. Seien X Riemannsche Fliche und (U, z = x +iy) eine Koordinatenumge-
bung von a € X, so bilden d,x,d,y (bzw. dyz,d,z) eine Basis des Cotangentialraums

Tél). Ist ferner f eine in einer Umgebung von a differenzierbare Funktion, so gilt:

0 0
daf = G (@du + 5L @y
of of

= S (@)daz + S (a)da2

Beweis. Der Beweis verlauft fiir d,z, d,y und d,z,d,z analog.

1) Erzeugendensystem: Sei ¢ € Tél) und f € M, ein Reprisentant von ¢
Taylor— 4
—— f = GL(a)(z — 2(a)) + G (a)(y — y(a)) + U, ¥ € M2

entwicklung

mod zma mod Ma M( a)(z — z(a)) + g—i(a)(y —y(a))

13



2) Basis: Sei ¢1d,x + codyy = 0 in M = c1(x —x(a)) + co(y — y(a)) € M2
01 = Aarle=rlpeswov(@) () = 0, da c1(z — 2(a)) + ¢2(y — yla) € M2,
Analog erhélt man ¢y = 0.

q.e.d.

Dieser Satz und das Wissen, dass Karten holomorphe Funktionen sind, bringen uns
folgende Erkenntnis:
Seien (U, z), (U, 2’) zwei Koordinatenumgebungen von a € X, so gelten

% (a) = % (a) =t c € C* und % (a) = 2 (a) = 0

2.3.4 —
== d,2 = cdyz,d,z =7¢d,Z

Folglich sind die von d,z und d,z aufgespannten eindimensionalen Untervektorrdume
des Cotangentialraums unabhéngig von der Wahl der Koordinatenumgebung von a.
Dies gibt Anlass zur folgenden Definition:

Definition 2.3.6. Sei (U, z) Koordinatenumgebung von a € X.
i) T(19) .= Cd,2z und T{®Y) := Cd,Z, insbesondere gilt also:
TV _ p1L0) g p(01)
(

Elemente aus Tal’o) heiffen Cotangentialvektoren vom Typ (1,0) und

Elemente aus Téo’l) heifenCotangentialvektoren vom Typ (0,1).

ii) Sei f differenzierbar in einer Umgebung von a, so definiert man d/, f, d/ f mittels
dof = dyf +dif;df € T dif € T,
wobei gilt ., f = %L (a)d,2, d! f = %L (a)d,z.
Definition 2.3.7. Seien X Riemannsche Fliche, Y C X offen.
Eine Differentialform 1.0Ordnung auf Y ist eine Abbildung

w:Y = U TV wa e Vaey.
a€Y
Gilt ferner w(a) € Tél’o) Va €Y, so heift w vom Typ (1,0) , bzw. vom Typ (0,1),

falls gilt w(a) € 7Y Va e v.
Beispiel 2.3.8.
a) Sei f € &(Y), so sind df,d’'f,d” f die durch
(df)(a) := daf,(d'f)(a) := dif, (d"f)(a) := dj

die fiir a € Y definiert sind, Differentialformen 1. Ordnung.

b) Sei w Differentialform 1. Ordnung auf Y, f : ¥ — C Funktion, so ist auch
(fw)(a) := f(a)w(a) eine Differentialform 1. Ordnung auf Y.
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Bemerkung 2.3.9. Ist z : U — V eine komplexe Karte auf X, so ldsst sich nach
Satz 2.3.5 jede Differentialform 1.0rdnung auf U schreiben als

w = fdr + gdy = pdz + Vdz
wobei f,g,0, ¥ : U — C, i.A. nicht zwangsweise stetige, Funktionen sind.

Definition 2.3.10.
Seien X Riemannsche Fliche, Y C X offen und w eine Differentialform 1.0rdnung auf
Y, so werden folgende Begriffe definiert:

i) w heift differenzierbar
& Vz:U— CKarteauf X 3f,g€EUNY):w=fdz+gdzinUNY.

ii) w heifst holomorph
& Vz:U—-CKateauf X 3f e 0(UNY) :w= fdzinUNY.

iii) 6 U) :={w:Y = | Tél)|w differenzierbare Differentialform 1.Ordnung auf U}.
acU

iv) £4°(U) :={w € &U)|w vom Typ (1,0)}, analog: £%*(U).

v) QU) ={w:Y = U Tél)‘w holomorphe Differentialform 1.0rdnung auf U}.
acU

Bemerkung 2.3.11. £&M(U),&40(U), 8% (U), Q(U) sind C-Vektorriume und mit-
tels der gewthnlichen Beschriankungsabbildungen werden &), &1:0, £0-1 Q) zu Garben
von C-Vektorrdumen iiber X.

Definition 2.3.12. Sei X Riemannsche Fliche, Y C X offen, a € Y,w € Q(Y'\{a}).
Sei ferner (U, z) eine Koordinatenumgebung von a mit U C Y und z(a) = 0, so ldsst
sich w in U\{a} darstellen als w = fdz, wobei f € O(U\{a}).

o0

Sei ferner f = > ¢;z%, ¢; € C die Laurent-Entwicklung von f, so ist
1=—00

Res,(w) :=c_q

das Residuum von w in a.
(Bem.: Das Residuum ist unabhéingig von der Wahl der Koordinatenumgebung (U, z).)

Definition 2.3.13. Sei Y C X offen, Y’ C Y offen.

1. w ist eine meromorphe Differentialform auf Y, falls
i) w e Q(Y”’), also holomorphe Differentialform auf Y,
ii) Y\Y”’ besteht nur aus isolierten Punkten,
iii) w hat in jedem Punkt a € Y\Y” einen Pol.
2. MD(Y) := {w meromorphe Differentialform auf Y}
Mittels der natiirlichen Verkniipfung und Beschrinkungsabbildung erhilt man

eine Garbe .# (1) von Vektorriumen auf X.
Gelegentlich liest man hier auch von abelschen Differentialen.
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Ohne Beweis wird folgender zentraler Satz, welcher im spéteren Verlauf der Arbeit
noch eine wichtige Rolle spielen wird, zitiert:

Satz 2.3.14. (Residuensatz)
Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche und aq, ...,a, € X paarweise verschieden,
dann gilt fir jede in X' := X\{aq,...,a,} holomorphe Differentialform w € Q(X’)

> Resq, (w) =0.
i=1

Korollar 2.3.15. Sei X kompakte Riemannsche Fliche, f € .#(X)\{0}, so besitzt f
, gezdhlt mit Vielfachheit, ebensoviele Null- wie Polstellen.

Beweis. Sei w := %, so ist diese Differentialform holomorph aufserhalb der Null- und
Polstellen von f.

Sei nun a € X eine Null- bzw. Polstelle m-ter Ordnung von f, so gilt Res,(w) = m
bzw. Res,(w) = —m.

Folglich liefert der Residuensatz die Behauptung.

q.e.d.

2.4 Cohomologiegruppen

Ziel dieses Paragraphen ist die Definition der Cohomologiegruppen H!(X,.%) fiir Gar-
ben .# abelscher Gruppen auf einem topologischen Raum X.
Ist nichts anderes erwéhnt, so ist fiir die kommenden 2 Unterkapitel X also ein topo-
logischer Raum und .% eine Garbe abelscher Gruppen auf X.

Definition 2.4.1. Sei U = (U;);c; eine offene Uberdeckung von X.
Die g-te Cokettengruppe von % bzgl. il ist

cis,Z)= [1  FUyn..NU,)

(i0,...,iq) €T+
Die Elemente von CY(4l,.%) sind also Familien
(fiorisia)(ioy...sig)eratr, Wobei fi, ;€ F(Uy, N...NUy,),

welche man als g-Coketten bezeichnet.
Mittels komponentenweiser Addition erhélt man mittels der sogenannten Ableitungs-
operatoren

8o : COU,F) —= CH W, F), (fi)ier = (9ig)a.jyer 9ig = — fi € F(U;NU;)

6y : CH8L.F) — CP (8L, .F), (fig)ayerr = (9ijk) G r)ers, Gijk = ik — fir + fij € F (U N U; N Uy)
Gruppenhomomorphismen.

Hierbei sind die Elemente rechts vom Gleichheitszeichen natiirlich auf die gemeinsa-

men Definitionsbereiche zu beschrinken. Besonders hervorzuheben sind dabei folgende
Untergruppen:
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o1

i) Die Gruppe der 1-Cozyklen Z'(4l,.7) := Ker(C'(U,.F) == C*(U, 7))

ii) Die Gruppe der 1-Corsinder B*(4l,.7) := Im(C° (4, .7) Lo, CH(U, 7))
Die Faktorgruppe

HY(u, 7) = Z1 (U, 7)/B (U, F)
mit Elementen [(f;,5),5)erz], wobei (fi ;) erz € ZH (YU, F),
wird als 1.Cohomologiegruppe mit Koeffizienten in .# bzgl. der Uberdeckung
bezeichnet. Die Elemente dieser Gruppe heiffen Cohomologieklassen. Man stellt

fest, dass zwei Elemente genau dann in der selben Cohomologieklasse liegen, wenn
ihre Differenz ein Corand ist., d.h.

([(fij)agerz] = [(ﬁj)(i,j)el?] & (fij)ujer — (fi,j)(z',j)eﬂ € B'(U, F)

=(fii—fi3) ) ET?

Bemerkung & Definition 2.4.2.

1. Da d; 0 §g = 0 gilt, ist jeder Corand ein Cozyklus, d.h. B*(U4,.%) C Z1 (U, F)
[, deshalb ist die Quotientenbildung, welche fiir H' (4, %) erst moglich.|

2. Eine 1-Cokette (fi ;). jyer2 € CH (U, .F) ist ein Cozyklus (, liegt also in Z* (8, 7))
& fik = fi; + fijk iber U; NU; NU fidr alle 4, j, k € I (Cozyklenrelation).

i =0
3. (fisner € 2N F) = 41 =
fig = —fji

dies erhélt man, indem man 2. i=j=k bzw. i=k setzt.

Vi, g €1,

4. (fij)Gger € B, .F)
== 3(91)161 S Co(ﬂ J) f@j =49j — 9i auf Uz' n Uj VZ,] el
s also (fij) @ gyerz = 0o ((9i)ier) -
Deshalb werden die Cordnder oft auch als zerfallende Cozyklen bezeichnet.

Die definierten Cohomologiegruppen H'(4,.%#) hiingen noch von der gewihlten
Uberdeckung des topologischen Raumes X ab. Im Folgenden werden Grundlagen dafiir
geschaffen, eine Cohomologlegruppe zu definieren, die nur von X und .% abhéngt. Hier-
fiir geht man zu immer feineren Uberdeckungen von X iiber und bildet anschlieRend
den induktiven Limes.

Definition 2.4.3. Seien i = (U;)ics, U = (Vi)rex offene Uberdeckungen von X.
S0 heifit feiner als U : < VV, € 0 3U; € U: V, C U;.
Notation: 5 < sl
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Bemerkung & Definition 2.4.4.
Seien U = (Uy)ier,V = (Vi) rex offene Uberdeckungen von X mit 0 < 4

ﬁHT:K—)I:ngUT(k)VkEK.
Definiere nun
7t 2 2N F) = ZH B, F), (fi)agyer = (Gr)kper?, Il = ff(k),f(l)|vmvl

Man stellt fest, dass diese Abbildung Cordnder in Cordnder iiberfiihrt, was folglich
einen induzierten Homomorphismus iiber den Cohomologiegruppen liefert:

ty  H'Y(W . F) — HY(U, 7)
Satz 2.4.5. Die Abbildung t§; : H' (8, F) — HY (0, .F) ist
i) unabhdngig von der Wahl der Verfeinerung 7: K — I und
i1) injektiv.
Beweis.
i) Sei 7: K — I eine weitere solche Abbildung und ferner
Gkl = fT(k),T(z)’VmVl und g = f%(k),%(z)|‘,mw
So bleibt zu zeigen: [(gi,;) . 5erz] = [(Giy)ajerz]-

Bemerke zunéchst: Da laut Voraussetzung Vi C Uy und Vi C Uz, also
Vi € Urky N Ux(y), ist folgender Ausdruck definiert:

hy = ff(k)i(/c)",k €7 (Vi)
Daraus folgt also direkt, dass auf Vi N V] folgende Gleichheit gilt:

Gkl = Gkt = fryr@) — fre), 200 = Jrooyr@) + fr@) 20 — fray.z) — fri) 200
(fi,j)(j,’j)GIQ GZl(}J’ﬂ)

frio ) — frayz) = hie — hu
= (gr)knyer — (Gr) kperz € BY (U, F)V
ii) Man zeige hierfiir Ker(t5;) = B* (4, %), d.h. falls t5([(fi ;) i,5)er2)]) = 0, also

th%((fi,j)(i,j)eﬁ)) in Zl(sZ], ﬁ) zerf'alllt,

so zerféllt also auch (f; ;) jyerz € ZH (U, 7).

Angenommen das Bild von (f; ;) j)er> zerféllt.

= 3gr)ker € CUY, F) : freyrqy = 91 — g auf Vi NV Yk, l € K
Ferner gilt fir i € ILk,l € K auf U; NV, NV}:

ez (0,7) fez*(0,7)

Jreyi + fir
& frieyi T 96 = fr@y, + 9

91— 9k = frk),7 (1) Ty — fr@,i
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Das 2. Garbenaxiom, angewandt auf eine Familie offener Mengen (U; N Vi )rek s
liefert die Existenz eines h; € .%#(U;), sodass

hi|Uka = frk)i T 9x Vk € K.

Folglich gilt fiir alle k € K auf U; N U; N Vy, 4,5 € 1

fig = fize) T frae)s = freyg + 9, — frk)i — 96 = by — hi.
Da dies fiir alle k € K gilt, folgt mit dem 1. Garbenaxiom die Giiltigkeit (global)
auf U; NU;, d.h. (fi,j)(i,j)e[z zerféllt auf Ll

q.e.d.

Dieser Satz kann nun belegen, dass die folgende Definition einer Aquivalenzrelation
auf der disjunkten Vereinigung

UH' (4, %),
}1 0

wo 4 alle offenen Uberdeckungen von X durchliuft wohldefiniert ist bzw. ein eindeu-
tiges Ergebnis liefert.

Bemerkung & Definition 2.4.6. Sei X topologischer Raum.

i)

ii)

iii)

iv)

v)

Seien 20,0, i offene Uberdeckungen von X mit 20 < U < 4, so gilt
ton © tyy = thy-
Seien 4, 4" offene Uberdeckungen von X;¢ € HY (U, .#),n € H (U, .F).
€ ~ 1 < 3V offene Uberdeckung von X mit 0 < 8,0 < 4 : t5(€) =t ().

Dies definiert eine Aquivalenzrelation.

Die 1.Cohomologiegruppe von X ist
HY(X,7) :=lim H'(4,X) = (UHl(u, y)) / ~
o U

mit Elementen [(fi,j)(i,j)e]"’}fv: wobei (fi,j)(i,j)e[2 € Zl(ﬂ,g)

Mit folgender repriisentantenweise definierter Addition wird H!(X,.%) zu
einer abelschen Gruppe:

Seien z,y € H'(X,.Z) mit Repriisentanten £ € H' (U, #) und n € HY (W, 7).
Man wahle nun eine beliebige Verfeinerung 2 von il und ' (z.B. &N Ll').
€H' (U, F)
—~
Folglich ist HY(X, ) 3>z +y := [t%(i) + 18 (n)

~

Betrachtet man statt einer Garbe abelscher Gruppen, eine Garbe von Vektor-
riumen oder sonstigem, so ergeben sich analoge Aussagen, sprich H(X,.7) ist
Vektorraum, etc..
Nach Satz 2.4.5 ii) gilt:

HY(X,.7)=0s H'(U,.F) = 0 VU offene Uberdeckung von X.

19



Folgende zwei Sitze werden ohne Beweise aufgefiihrt, da diese im Bezug auf das
Thema keine tieferen Erkenntnisse bringen und an der Stelle zu viel Platz einnehmen
wiirden.

Satz 2.4.7. Sei X Riemannsche Flache.

i) Es ist HY(X,&) = 0, wobei & hier die Garbe der differenzierbaren Funktionen
auf X ist.
i1) Sei X auferdem einfach zusammenhdingend, so gilt
HY(X,C)=HYX,Z) =0,
wobei C,7Z die Garbe der lokalkonstanten Funktionen mit Werten in den komple-
zen bzw. ganzen Zahlen bezeichnet. (Das dies mittels der natirlichen Beschrin-

kungsabbildungen tatsichlich eine Garbe ist, bleibt dem Leser als Ubung tiberlas-
sen.)

Satz 2.4.8. (von Leray)

Sei U = (Uy)ier eine offene Uberdeckung von X mit HY(U;, F) = 0 Vi € I, so gilt
HY(X, 7)== H' U, Z).

Ein solches {1 nennt man Leraysche Uberdeckung (1.0Ordnung) beziiglich .F .

An dieser Stelle wird bemerkt, dass mit “passend konstruierten Abbildungen d; :
CHU, F) — C*H U, .F),i > 0 entsprechende (i+1)-te Cohomologiegruppen beziiglich
X definiert werden kénnen. Folgende Definition dient dazu, eine 0. Cohomologiegruppe
zu definieren:

Bemerkung & Definition 2.4.9. Sei { = (U;);c; offene Uberdeckung von X.
1. Z%(U, Z) := Ker (Co(ﬂ, F) 22 oLy, ﬁ)) Gruppe der 0-Cozyklen
BO(s1, .7) := 0 Gruppe der 0-Coriinder
HO(U, 7):=2°U,7)/B° (U, F) = Z°(U, F) 0.Cohomologiegr. bez. 3l
2. (fi)ie[ 6 Zo(ﬂ,g) <:> f‘]|U7f‘IUJ — fi|U7;ﬂUJ = fz’] = O V?,,] E I
< fj

vinU; fi|UmUj vi,jel

Laut dem 2.Garbenaxiom existiert also ein eindeutiges f € .#(X), sodass
f|Uv = f; Vi € I, wodurch sich folgende Isomorphie ergibt:

HOW, 7)) = 2°(4, F) — F(X), (fi)ier > f

Die Gruppen H°(4,.%) hingen also nicht von der Uberdeckung {{ ab, was folgende
Definition motiviert:

Definition 2.4.10. Die 0.Cohomologiegruppe von X ist
H°(X,7):= 7(X).
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2.5 Die exakte Cohomologiesequenz

Dies soll nun als letzte Vorbereitung fiir den eigentlichen Kern dieser Arbeit dienen,
dem Satz von Riemann-Roch. Im Folgenden wird der Begriff der Garben-Homomorphismen,
exakten Sequenzen solcher Homomorphismen, sowie die daraus entspringenden exak-

ten Cohomologiesequenzen eingefiihrt und naher betrachtet.

Definition 2.5.1. Seien .%,% Garben abelscher Gruppen iiber X.
Ein Garben-Homomorphismus «a : % — ¢ ist eine Familie von Gruppen-Homom.

{av : F(U) = 9 (U)}ucx offens

welche mit den Beschrénkungsabbildungen der jeweiligen Garben vertréglich sind,
sprich fiir jedes Paar offener Mengen U C V C X kommutiert folgendes Diagramm:

F(U) 2> 9(U)

pgi ig‘[i

F(V) > gq(V)

a: F — ¢ heift Isomorphismus, falls alle ay : Z (U) — 4(U) Isomorphismen sind.
Auch diese Definition lasst sich analog auf Vektorrdume etc. iibertragen.

Vereinbarung 2.5.2. Im Folgenden wird zur besseren Ubersicht gelegentlich
a: FU) =9 U) statt ay : F(U) — 4(U) geschrieben.

Beispiel 2.5.3.

a) Seien &, &M die Garben der differenzierbaren Funktionen bzw. Differentialfor-
men 1. Ordnung auf einer Riemannschen Fliche X. Die Ableitung d [s. Bsp.
2.3.8a)] von Funktionen liefert einen Garben-Homomorphismus

d: &L &0,
Dies gilt auch fiir die Ableitungsoperatoren d’, d”.

b) Sei X eine Riemannsche Fliche, so sind die natiirlichen Inklusionen
O EC—E7L—EQ— &

usw. Garben-Homomorphismen.

c) Sei X eine Riemannsche Fléche, so ist
exp: 0 — 0*,0U) > [ — exp(2wif) € O(U)

ein Garben-Homomorphismus.
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Definition 2.5.4. Jeder Garben-Homomorphismus « : % — ¢ auf einem topologi-
schen Raum X induziert fiir jedes x € X Homomorphismen der Halme:

oy Fp — Y9,

i) Eine Sequegnz von Garben-Homomorphismen % Ny i) J heifst

exakt :< induzierte Halmsequenz %, —= ¥, ﬁ> I, ist exakt Vo € X
& Ker(f,) = Im(ay) Vo € X.

ii) Eine (lange) Sequenz von Garben- Homomorphismen .%; 2y Fy 22 R Fn
heift exakt 1= F —55 Fpiq — 1y Fpoo exakt fir 1 < k <n— 2.

Lemma 2.5.5. Sei 0 — .F -4 2 2 cine exakte Garbensequenz auf X, so ist
0= .7(U) 2% 9(U) Lo, H(U) exakt fir alle U C X offen.

Beweis. Priife zunichst die Exaktheit von 0 — .7 (U) <% ¢(U), hierfiir wird gezeigt,
dass ay injektiv ist:
Sei f e F(U) mit ay(f) =0

Qg tng.

v:ex> Vo € U AV, C U offene Umgebung von X so, dass f|v =0
x k

1.GA

U=U Ve
zeU

Zu zeigen bleibt also: 7 (U) <% 4(U) Lo, 2 (U) ist exakt, d.h. Im(ay) = Ker(fu).
“C“:Sel feFWU),g:=ay(f), da F, = Y, — H; exakt Vo € X ist, folgt
v

f=0v

Vo € U 3V, C U offene Umgebung von z : Sy (g) = 0 =G4, Bu(g) =0V

“D“:SeigeY(U): Pu(g) =0.DavVe e U: Ker(fS;) = Im(a,) nach Voraussetzung
= 3(V,)zev offene Uberd. von U und f, € .#(V,) so, dass av, (f.) = g|v Ve eU.

:avz(fz)| —av, (fy

Ve nVy |vmmvy

= av,nv, (fa:|vmvy - fy|mvy> = av,nv, (f””\vmvy) —av,nv, (fy|vmﬁvy>

=0

=g
Ve Vanv,

_g\vy

VanVy

vy, mv,y m]

—_ 2.GA . .
Folv.ov, = oy, By €U =3/ € F(U): Ty, = o Ve €l

Da laut Definition von Homomorphismen gilt

av(f)y, =av. <f|vm> =y

Va

1':GA>C¥U(f) =g-

q.e.d.
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Bemerkung & Definition 2.5.6. Ein Garben-Homomorphismus « : % — ¢ auf
einem topologischen Raum X induziert Homomorphismen iiber den Cohomologiegrup-
pen:

a®: HY(X, ) — H'(X,9)
a'  HY X, Z) —» HY(X,9)

Hierbei ist der Homomorphismus o lediglich die Abbildung ax : Z(X) — 4(X).

Etwas weiter ausholen muss man fiir den Homomorphismus o':

Sei 4 = (U;)ier eine offene Uberdeckung von X. Die Abbildung
ay : CH U, Z) — CHU, 9)
ordnet einer Cokette & = (f; ;)i 5)erz € C' (8, F) eine Cokette
au(€) = (a(fig)ger € CH(ELYD)

zu. Dabei werden, wie man leicht nachrechnet, Cozyklen auf Cozyklen und Corénder
auf Cordnder abgebildet. Man erhélt also einen induzierten Homomorphismus

Gu: H'(U,.7) — H (U, 9).

Die Kollektion der @y, wobei 4 alle offenen Uberdeckung von X durchliuft, induziert
einen Homomorphismus o' [s. 2.4.6 ii), induktiver Limes].

Konstruktion 2.5.7. Gegeben sei folgende exakte Garbensequenz auf X:

057 592 70
Man definiert einen verbindenden Homomorphismus
6*: H(X, ) - HY (X, .7)

auf folgende Weise:

Sei h € H)(X, ) = s (X)

Da alle Homomorphismen 3, : ¢, — #, surjektiv sind, gibt es eine offene Uberde-
ckung 4 = (U;);er von X und eine Cokette (g;) € CO(4,9), s.d.

B(g:) = hy,, Viel.

23



Nun gilt
U = 0 iber Uz N Uj.

i

Blgj — 9:) = Blg;) — Blgi) = h|Uj —h

Da nach 2.5.4 die auf U;NU; induzierte Sequenz exakt ist, gibt es ein f; ; € F#(U;NU;),
sodass

av,nu, (fi)) = 95 — gi-

Mit dem selben Satz, sprich der Tatsache dass
ay,nu;nu,, injektiv ist und ay,nu;no;, (fij + fie — fir) = 0, gilt also

fij + fie = fie & (fij)aperz € ZH (8, F).

FOlglich wird HY(X, %) 5 6*(h) := [(fi.;)i.5)er2] . gesetzt.
Natiirlich ist das gefundene Element (f; ;) j)er> streng genommen nicht eindeutig, im
Bezug auf die Cohomologieklasse jedoch schon!

Mithilfe dieser Konstruktion kann man nun folgenden Satz formulieren:

Satz 2.5.8. Sei 0 —» F -4 s 7 0 exakte Garbensequenz auf X, so gilt:

0 0
0 H(X,Z) 5 HY(X,9) 25 HOX, )
® 1 1
O HY(X,Z) 2 HY(X,9) 25 HY(X, ) ist eakt.
Beweis. Nach 2.5.4 geniigt es, ab der Stelle H°(X, 7#) Exaktheit zu iiberpriifen:

1. “Im(B°) = Ker(6*)“:
“C“:Seige HYX,9),h:=B%4g)
Wihle nun fiir die oben genannte Konstruktion g; := g|U‘.

= fij=a g —g)=0auf U;NU; = 6*(h) = [(fij)uper] =0.v

“2“:Sei he Ker(6*),(fij)ujerz € Z* (4, F) ein Reprisentant von 6* (k)
5*(h)=0

== (fij)ujer € B' L, F) = Ifi)ier € COULF) : fij = f; — fi-

Setze nun g; := g; — a(f;), wobei (g;);cr so gewihlt wurde, wie in Konstruktion

2.5.7, sprich o(f; ;) = 9; — 9i.

Es gilt
a(fi—fi)
B B /_-/\—
Gi — gi = g5 — gi — (a(f;) — a(fi)) = a(fij) —a(fij) = 0.
Also §; = g; tiber U; NU; Vi, j € I 254 39 € 9(X) = HY(X,¥), sodass:
BX(Q)’Ui = ﬁUi(g‘Ui) = Bu,(9i) = Pu,(9i — aw,(fi)) = Bu.(gi) 25T h’U,- Viel

LG4 Bv(g) =h=h e Im(8°).v
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2. Im(6*) = Ker(at) :
“ C“ Folgt direkt aus der Tatsache, dass das Bild von f unter a laut Konstruk-
tion zerfallend ist.

“2“:Sei & e Ker(a!) und (fi;)i,jerz € 2 (4, F) ein Représentant.

1 —
% H(Qi)ieI S CO(L[, 9) : Oé(fi)j) =9; — Gi auf Ul N Uj

= 0= B(a(fij) = B(g;) — B(g:) auf U; N U; < B(gi) = B(gy) auf U; NU;
2G4 he H#(X) = HO(X, H) : By, = Builoi) Vi€ 1
2.5.7 '

0*(h) =&V
3. Im(al) = Ker(p) :

U, NU,; B MU .
“CUrF (U NG BRLEN 49U, NU;) SRR H(U; NU;) ist exakt,
also gilt fu,nu; © av,nu; = 0.v

“2%:Seine Ker('),(9i)uer € Z'(,9).

B (7])20 El(hi)ieI c C’O(L{7 %) : B(gz7]) = h,] — hz auf Uq, N U]

Wihle nun fiir alle 2 € X ein 7(z) so, dass 2 € Uy (y).

Da 3, : 9, — I, surjektiv ist, existiert V,, C U,(,) offene Umgebung von z und
9z € Yy, sodass By, (9:) = hT(m)|v .
Seien nun also

U = (Ve)eex wd Gy = 9r(@),7) |y,

= (Gay)(zy)ex2 € 21 (V,9) ist ebenfalls ein Reprisentant von 7

(, man ist hier lediglich zu einer feineren Uberdeckung iibergegangen).

Seinun ¥y = Gy + gy — 9o

= W,y — oy = Gy — Y, also sind ¥, 4, G, , cohomolog und somit ¥ € Z*(V,¥).

= BVmﬂVy (\Ilwﬂ/) = /BVEF‘IVy( §I7y ) =0
~~~

Reprdsentant von n

)
Afey € F(Van V)t afoy) =Tay

:Im(avzmvy)

a_l( \I'ac,y ): (fx,y)(a:,y)eX2 S Zl(m,g‘)_
—~—
€Z'(V,9)
Sei nun € := [(fu,y)(@y)ex2] _, so gilt o' (&) = n.

Ke’l”(ﬁvm ﬂVy

aV;,;ﬁVy lnj

Korollar 2.5.9.
Sei0 = F 54 s 0 exakte Garbensequenz auf X, H'(X,9) =0

— H'(X,.7) = H(X)/B(9(X)).
Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 2.5.8 und dem 1.Isomorphiesatz. [
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3 Der Satz

3.1 Einige Definitionen und Sitze
Definition 3.1.1. Das Geschlecht einer kompakten Riemannschen Fliche X ist
g :=dim(H (X, 0)).
Bemerkung 3.1.2.
i) Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche, so gilt dim(H'(X, 0)) < oo.

ii) Sei x die Eulercharakteristik und g das Geschlecht von X, so gilt
X =2-—2g.
Folglich ist das Geschlecht eine topologische Invariante.

(Diese Formel gilt nur fiir orientierbare Flichen, im Rahmen dieser Arbeit ist
dies jedoch ausreichend.)

iii) Folgende Euler Charakteristiken von kompakten (Riemannschen) Fléchen sollten
aus der Topologie bekannt sein:
a) Sei T ein komplexer Torus, so gilt x(T) =0=g=1
b) Die Riemannsche Zahlenkugel P;:
x(Br) 22

—=x(5")=2=y9=0
Definition 3.1.3. Sei X Riemannsche Fliche. Ein Divisor auf X ist eine Abbildung

D:X—17Z,
so, dass falls K C X kompakt ist, gilt
#{z € K|D(x) # 0} < oo.

Mittels punktweiser Addition bilden die Divisoren auf X eine abelsche Gruppe, welche
man als Div(X) bezeichnet, sprich seien D, D’ € Div(X), so ist

D+ D :X — Z,x+~ D(z)+ D'(z).
Seien D, D’ € Div(X), so schreibt man
D < D':& D(x) < D'(x) Vx € X.
Beispiel 3.1.4. Sei X eine Riemannsche Flache, Y C X offen.
a) Sei f € #(Y),a €Y, soist die Ordnung von f in a

0, falls f in a holomorph und ungleich 0 ist.

k, falls a ist Nullstelle k-facher Ordnung von f ist.
—k, falls a ist Polstelle k-facher Ordnung von f ist.
00, falls: 3U C Y Umgebung von a : f(z) =0 Vo € U.

ord,(f) =
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Folgende Abbildung bildet nun einen Divisor fiir alle f € .Z(X)\{0} :
() : X = Z,x— ord,(f)

Man nennt die Funktion f ein Vielfaches eines Divisors D < (f) > D.

Bemerke hier, dass auf kompakten Riemannschen Flichen meromorphe Funktio-
nen f € #(X)\{0} nur endliche viele Pol- bzw. Nullstellen besitzenaufgrund
der Tatsache, dass sowohl Pol- als auch Nullstellen isolierte Punkte sind. Dies
wurde bereits implizit im Beweis von Korollar 2.3.15 genutzt.

b) Analog definiert man einen Divisor fiir meromorphe Differentialformen:
Sei we . #M(Y),a €Y, (U, z) Koordinaten- Umgebung von a.

22 Sf e a(UNY) i w = fdz
Dies ermdglicht nun folgende Definition eines Divisors fiir w € .21 (X)\{0} :
(w): X = Z,z — ordy(w) := ord,(f)

Dieser Divisor wird auch kanonischer Divisor genannt und auf analoge Weise
heifst auch eine meromorphe Differentialform

w ein Vielfaches eines Divisors D :& (w) > D.
c) Seien f,g € .4 (X)\{0},w € .M (X)\{0}, so gelten

i) (f9) = (/) +(9)
i) (fw)=(f)+ (w), beachte fw ist wieder eine Differentialform 1.0rdnung

iii) (%) = —(f), Nullstellen von f werden zu Polstellen von % und umgekehrt.

Definition 3.1.5. Sei X eine Riemannsche Fliche, D € Div(X).
1. D heift Hauptdivisor :< 3f € .#(X)\{0} : D = (f)

2. Sei D' € Div(X) ein weiterer Divisor, so heiffen D, D’ (linear) dquivalent
& D — D' ist Hauptdivisor.

3. Seien wy,ws € .21 (X)\{0}, so heiRen diese beiden Hquivalent
& 3f € A (X)\{0} : w1 = fwz & (w1) — (w2) = (f), also Hauptdivisor.

Beispiel 3.1.6.

a) Die beiden Divisoren

1,z=0 1,z =
D={"" D' ={ " T ¢ Din(P)
0, sonst 0, sonst

sind dquivalent, denn es gilt D — D’ = (z).

27



b) Allgemeiner: Seien a,b € Py, so sind die beiden Divisoren

1,z = l.o=b
D:="""% p.={"7 € Div(P')
0, sonst 0, sonst

dquivalent, denn es gilt D — D' = (ﬁ) )

bih.
c¢) Warnung: Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche mit X % Py, so sind die
beiden Divisoren aus b) mit a,b € X nicht dquivalent.

(Hierfiir bendtigt man ein wenig grundlegende Uberlagerungstheorie.)

Proposition & Definition 3.1.7. Sei X eine kompakte Riemannsche Fldche, so
bildet die sogenannte Gradabbildung einen Gruppenhomomorphismus:

deg : Div(X) = Z,D+— Y D(x) (< o0)
rxeX

Bemerkung 3.1.8.
Sei X eine kpt. Riemannsche Fliche, D € Div(X) Hauptdivisor, so gilt mit 2.3.15:

Af € A(X)\{0} : D = (f) = deg(D) = deg((f)) = 0.
= Sind D, D’ € Div(X) &quivalent, so gilt deg(D — D") = 0.
Aufgrund dieser Tatsache wird oftmals bei der Diskussion iiber kanonische Divisoren
von meromorphen Differentialform w € .#(X)\{0} die Differentialform verschwiegen

und man liekt von dem kanonischen Divisor K x, welcher bis auf lineare Aquivalenz
eindeutig bestimmt ist.

Proposition & Definition 3.1.9.
Sei X eine Riemannsche Fliche, D € Div(X),U C X offen, so definiert man

Op(U) :={f € #(U)|ord,(f) > —D(x) Vo € U} C .#(U).

=(f)>-D

Mit den natiirlichen Beschrinkungsabbildungen bildet Op eine Garbe.
Proposition 3.1.10. Seien X Riemannsche Fliche, D, D’ € Div(X) dquivalent
= Op = Op:

Beweis. Seien D, D’ also dquivalent
= Jp e MXN0}: D—D' = ()
Nun liefert der induzierte Garbenhomomorphismus
¢-:0p = Op, frr - f

einen Isomorphismus.
Hierfiir sind natiirlich die Einschrinkungen auf passende offene Mengen U C X, auf
denen ¢ (lokal) invertierbar ist, zu betrachten.

q.e.d.
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Beispiel 3.1.11.
i) Sei D = 0 Divisor = 0p = 0.

1, falls z = a.
ii) Seia € X, D(z) := {0 Al r=a

, sons
OoU), falls U N{a} =10

= Op(U) =
o) {{f € O(U)|f hat Nullstelle der Ordnung > 1 in a}, falls U N {a} # 0

1, falls x = b

iii) Seibe X,D(z) := {0 )
, sons

OWU), fallsUN{a} =0
= 0p(U) =
p(U) {f IS ///(U)|f|U\{a} hol.,f hat Polstelle der Ordnung <1 in a} falls UN{a}l #0
—m, fallsx = a
iv) Etwas allgemeiner: Seien m,n € Ng,a,b € X, D(z) := < n, fallsz = b
0, sonst

Op(U), falls U N{a,b} =0

{f € O(U)|f hast NS der Ordnung > m in a}, falls U N {a} #0,U N{b} =0
{f € #(U)|f hast PS der Ordnung < n in a}, falls UN{a} =0,UN{b} #0
{f € ,///(U)‘f hast NS der Ordnung > m und PS der Ordnung <mn in a}, sonst

= 0U) =

Satz 3.1.12. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche, D € Div(X) mit deg(D) < 0
= HO(X, ﬁD) =0.

Beweis. Angenommen, &p(X) # 0

= 3f e M(XN0}: (f) > D

= deg((f)) > deg(—D) > 04 deg(f) =0, da f meromorph und nicht trivial.
———

—deg(D)

q.e.d.
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Konstruktion 3.1.13. Seien X Riemannsche Fliche, D € Div(X).

Sei ferner D' € Div(X) ein weiterer Divisor mit D < D’'.

= Op(U) C Op/(U) YU C X offen

= Op — Op natiirlicher (Inklusions-)Garbenhomomorphismus.

Sei x € X und (U, z) Koordinatenumgebung von z so, dass z(x) = 0.

Sei des Weiteren k := D(z) und k' := D'(z), also k¥’ > k, so besteht der Halm Op ,
aus allen meromorphen Funktionskeimen f in z, deren Laurent-Entwicklung folgende
Gestalt hat:

oo
f=> ez,e, €C
v=—k

Eine analoge Aussage gilt fiir Op ;.
= Op/ /0D,y ist ein C-Vektorraum der Dimension k' — k. Die Elemente dieses Vek-
torraumes kann man also bei gegebener lokalen Koordinate z eindeutig repréisentieren:

9] —k—1 9]
E I g c, 2" —1—5 c, 2"
v=—Fk' v=—Fk' v=—k
—_——
=0 n ﬁD/,I/ﬁD,z
—k—1
= E C,,ZV m ﬁD’,x/ﬁD,r
v=—k’

Nun definiert man die Garbe %”DD, durch

%D/(U) = H ﬁD’,m/ﬁD,x

zeU

und die natiirlichen Beschrinkungsabbildungen.

Bemerkung 3.1.14. Sei X Riemannsche Fliche, D, D" € Div(X) mit D < D’.

Existiert nun U € X offen mit D|,, = D’|,, so gilt 23 (U) = 0.

Folglich gilt also fiir alle x € X mit D(xz) = D'(z), dass %DD/,IE =0.

Allgemein gilt %DD,@ = Op' »/Op y, also hat man einen kanonischen Garben-Epimorphismus
Opr — JKD’?, d.h.

Opr — HE) — 0 ist exakt.

Ferner stellt man leicht fest, dass der Kern dieses Epimorphismus &'p ist, also erhélt
man zusammenfassend folgende exakte Garbensequenz

0— Op — Op — HE5 — 0.
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Lemma 3.1.15. Mit obigen Bezeichnungen gilt:
i) HY(X,5) =0
Ist X kompakt, so gilt ferner sogar
ii) dim(H°(X, #2))) = deg(D') — deg(D).

Beweis. Sei §:={z € X|D(z) # D'(z)} 2L1% 5 abgeschlossen und diskret.

i) Sei ¢ € HY(X,#2)) eine Cohomologieklasse, die durch einen Cozyklus aus
ZY (U, ) reprisentiert wird.
S diskret = 3(Vi)kerx =: U < U Verfeinerung, sodass
1) vV, 35z € S,
) Ve e SNV, €eV:x eV
Sei k #1= D|, =D, .= H5 (Ve N\ Vi) = 0= Z"(T, ) =0
(; da (fr)riex € ZY(0, A7) < fer =0und —frp = =0)

iy
~—
Eﬁf[?, (VkﬁVl)

=¢=0.v
ii) X kompakt = #S5 < co und

dim(H(X, #7))) = dim(A5)(X)) = dim [ [ Op/ 2/ O
€S

= (D'(x) = D(x)) = deg(D'") — deg(D).

€S
q.e.d.

Vorheriger Satz, sowie vorherige Bemerkung liefern nun:

Korollar 3.1.16. Sei X eine Riemannsche Fliche, D < D’ zwei Divisoren auf X,
so ist die folgende Sequenz exakt

0— H(X,0p) — H(X,0p)) — H'(X, %) — HY(X,0p) - H (X, Op/) — 0.

3.2 Der Satz von Riemann-Roch

Nun ist es geschafft. Alle notwendigen Vorbereitungen fiir das Kernelement dieser
Arbeit sind getroffen, wodurch es nun méglich ist, folgenden Satz zu beweisen.

Satz 3.2.1. (von Riemann-Roch)
Fiir jeden Divisor D auf einer kompakten Riemannschen Fliche X vom Geschlecht g
sind H*(X, Op) und H' (X, Op) endlich dimensionale Vektorriume und es gilt

dim (H°(X, 6p)) — dim (H*(X, Op)) = 1 — g+ Deg(D).
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Beweis. Man geht in 3 Schritten vor:

1. Die Aussage ist richtig fiir den Divisor D=0, da 0y = &
2.1.12

= HY(X,0)=0(X) == {f: X — C|f konstant}

= dim(H°(X, 0)) = dim(0(X)) =1
& dim (H°(X, 0p)) —dim (H'(X,0)) =1 — g+ deg(D) .v
N——

—_— ——
=g =0

2. Angenommen, D < D’ seien zwei Divisoren auf X, wobei die Aussage fiir einen
der beiden Divisoren gelte. Betrachte nun die exakte Sequenz aus letztem Kapitel
0— H°(X,0p) — H(X,0p) — HY(X, %)
— HY(X,0p) - HY(X,0p/) =0

und spalte diese in drei kurze exakte Sequenzen.
Seien hierfiir

VD = Im(H°(X,0p)) — H*(X, %))

Wi = H"(X,05)/Viy,

so konstruiert man die exakten Sequenzen
i) 0—VE — HYX,#5) - W5 -0
ii) 0 » HY(X,0p) - H(X,0p)) - V5 —0
iii) 0 > Wh — HY(X,0p) - HY(X,Op/) — 0
Aus der Algebra ist nun bekannt, das folgende Isomorphiebeziehungen gelten
i) HY(X,0)=2VE awh,
ii) H(X,0p/) =2 HY(X, Op) ® VL, und
i) HY(X,0p) = Wh @ HY(X, Op/).

Nun stellt man also mittels der folgenden Dimensionsgleichungen fest, dass alle
auftretenden Vektorrdume endlich-dimensional sind

i) dim(H(X,s5)) = dim(VE) + dim(WE,)
=Deg(D’)—Deg(D)<oo
ii) dim(H°(X, Op/)) = dim(H°(X, Op)) + dim(VY)
iii) dim(H' (X, 0p)) = dim(Wp,) + dim(H' (X, Op/))

Addiert man nun i) + ¢i), so erhilt man folgende Gleichung:

dim(H(X, Op)) — dim(H* (X, Op/)) — deg(D') =
= dim(H"(X, Op)) — dim(H* (X, Op)) — deg(D)

Nach Annahme steht auf einer der beiden Seiten nun nichts anderes als 1-g.v’
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3. Nach 1. gilt der Satz fiir alle Divisoren D’ auf X mit D’ > 0
Sei nun D ein beliebiger Divisor, so gilt fiir

D': X —7Z,x— |D(z)|,

dass D' > 0und D' > D
= Der Satz gilt fiir D € Div(X) beliebig.

q.e.d.

Korollar 3.2.2. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g, so gilt
dim(H°(X,0)) =1
Beweis. Folgt unmittelbar aus dem Satz von Riemann-Roch.
q.e.d.

Satz 3.2.3. Seien X eine kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g und a ein
Punkt aus X, so gibt es eine nicht-konstante meromorphe Funktion f auf X, die in a
einen Pol der Ordnung < g+ 1 besitzt und sonst holomorph ist.

Beweis. Betrachte folgenden Divisor auf X

1 =
D(x) = {g-i— ,T=a
0, sonst
Mit dem Satz von Riemann-Roch gilt folglich:
dim(H°(X,0p)) > 1 — g+ deg(D) = 2,

d.h. es existiert eine nicht konstante Funktion f € HY(X, Op).
Diese Funktion erfiillt die im Satz geforderten Eigenschaften.

q.e.d.
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4 Weiterer Ausblick: Der Serrsche Dualitatssatz

Da die Riemann-Rochsche Formel keine direkte Aussage fiir die einzelnen Dimensionen
von H°(X, 0p) und H'(X, Op) liefert, soll folgendes Thema noch ein wenig ausgefiihrt
werden, damit zumindest H'(X, Op) besser verstanden werden kann. Da dieses Thema
lediglich einen Ausblick geben soll, werden einige Tatsachen unbewiesen bleiben, was
hier durch *) gekennzeichnet wird.

4.1 Differentialformen 2. Ordnung

Im Folgenden soll das Kapitel 2.3 der Differentialformen noch ein wenig erweitert
werden und zwar durch Differentialformen 2. Ordnung und gewissen Operationen auf
diesen Differentialformen.

Das Dachprodukt “ A sollte dem Leser aus der Analysis 3 bereits bekannt sein.

Wiederholung 4.1.1.

1. Sei V ein C-Vektorraum, so ist auch VAV ein C-Vektorraum, dessen Elemente
endliche Summen der Form v A v mit v1,v, € V sind.
2. Auf VAV gelten fiir alle vy, v2,v3 € V und fiir alle A € C folgende Rechenregeln:
i) (v1 +v2) Avg =v1 Avz+v2 Aug
i) (Av1) Avg = A(vr Avg) =v1 A (Avg)
iii) v1 Ave = —vo A vy und folglich v Av=0Vv eV

3. Ist (e1,...,e,) eine Basis von V, so ist e; A e;,7 < j eine Basis von V A V.
Bemerkung & Definition 4.1.2. Seien X eine Riemannsche Fliache, Y C X offen.

1. Sei a € X, so stellt man mit Hilfe von 4.1.1 fest dass, falls (U, z) mit z = z + iy
eine Koordinatenumgebung von a ist und ferner
T = 7V AT,
so erhalt man mittels 2.3.5
1) dox A dgy,
i) doz AN doZ = (doz + iday, Ndox — iday) = —2idgx A dyy

als Basen von Tf), also gilt

dim (T) = 1.
2. Eine Differentialform 2. Ordnung auf X ist eine Abbildung

w:Y—> U Té2)
a€cY

mit w(a) € TP Vaey.
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3. Eine Differentialform 2. Ordnung w heifst differenzierbar
= Y(U, z) kompleze Karte von X 3f €e &(UNY) :w(a) = f(a)dgz NdyZ Ya e UNY.
Kurz: w = fdz A dz.
4. E@(Y) := {w Differentialform 2. Ordnung auf Y|w differenzierbar} ist C-Vektorraum.
Beispiel 4.1.3. Seien X eine Riemannsche Fliche, Y C X offen.

1. Seien wy,wy € &M (Y)
= w1 Awy € EA(Y), wobei w; A wa(a) = wi(a) Awa(a) Ya €Y.

2. Seien f € £(Y),w € EA(Y) = fw e &P (Y), wobei fw(a) := f(a)w(a) Va € Y.
Im folgenden soll eine Ableitungen von (differenzierbaren) Differentialformen, sprich

Abbildungen &M (U) — &3 (U), wobei U C X eine offene Teilmenge einer Riemann-
schen Fliche X ist, konstruiert werden.

Konstruktion 4.1.4. Sei X eine Riemannsche Fliche, U C X offen.

1. Sei w € &M (U), so lisst sich w zumindest lokal, sprich auf einer offenen Menge
V C X, nach Def. 2.3.10 wie folgt darstellen

2
w= 3 fedgk
k=1
, wobei fi,gx € &(V NU) differenzierbare Funktionen sind.

2. Setze nun

2
1) dw = Z dfkdgk
k=1

2
ii) dw:= Z dlfkdgk
k=1

2
i) d’w:= > d’ frdgx
k=1

Da die lokale Darstellung im Allgemeinem nicht eindeutig ist, muss also gezeigt
werden, dass die obigen Definitionen nicht von der Wahl der Funktionen fiir die
lokale Darstellung abhéngig sind. Beispielhaft wird dies fiir die Definition von
dw gezelgt

Sei w = Z frdgr = Z f]dgj und (U, z mit z = x + iy die Koordinatenumge-

=
bung, auf der gearbeitet wird.

Da dg;, = %dx + 8ﬂdy, sowie dg; = %dm + %—%dy gelten folglich

) Zf 89“213891
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Bildet man nun die jeweils anderen partiellen Ableitungen und Subtrahiert ii)
von i), so erhilt man:

2 2 i oo i
N Ofk gk _ Ofk Ogk | _ S 9f; 095 _ 9f; 895
Oy Ox ox Oy |~ « Oy Ox oz Oy
k=1 Jj=1

Ferner rechnet man nach, dass

2 2 2 2 Foa- 5 oa-
_ N 21k 09k _ 01 Ogi g =S (21995 0109,
Z dfi A dgr. = Z < Or 0y Oy Oz bew. Z dfjndg; = Z: Or Oy Oy Oz |’
k=1 k=1 Jj=1 j=1

woraus die Behauptung folgt.

Korollar 4.1.5. Seien X Riemannsche Fliche, U C X offen, f € &(U), w € &M (U),
so gelten

1.ddf =ddf=d"d"f=0,
2. dw=dw+d'w und
3. d(fw) =df Nw+ fdw, analog fir d',d".
Beweis.
Folgt durch Nachrechnen mittels Definitionen. O
4.2 Der Serrsche Dualitatssatz
Satz 4.2.1. (von Dolbeault) Sei X eine Riemannsche Fliche, so gelten
1. HY(X,0) = &%Y(X)/d"&(X)
2. HY(X,0) = &P (X)/dEM0(X)
Beweis. Betrachtet man zuniichst die von den beiden exakten™) Sequenzen
L0so-e e 5o
2.0 Q-5 60 L 0@ 0

induzierten exakten Cohomologiesequenzen

1L 0(X) 25 ex) 5 01 x) 2 BY(X, 0) 25 HY(X, &)
~—— ——
=HO(X,0) =)0

2. Q(X) X5 £01(x) 2, 0@ (x) 25 g(X, Q) s HY(X,E0),
| —
=(x)0

so folgt mittels Korollar 2.5.9 direkt die Aussage. O
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Definition 4.2.2. Sei ¢ € H'(X,Q) und w € £ (X) ein Reprisentant von & bez.
des in 4.2.1 2. gegebenen Isomorphismus, so erhilt man mittels

Res : HY(X,Q) = C,{ = 7= [[w
X
eine Linearform. Diese Definition ist unabhingig von der Wahl des Représentanten
(*)
w.

Konstruktion 4.2.3. Sei X Riemannsche Fliche, ${ = (U;);es offene Uberdeckung
von X, .#") Garbe der meromorphen Differentialformen auf X.

1= (w;)icr € CO8, .4V heift Mittag-Leffler- Verteilung : < 0o(u) € Z* (81, Q)
& w;j —w; holomorph in U; NU; Vi, j € 1.
Seia € X,s0ist Resq(p) := Resq(w;) das Residuum der Mittag-LefHler-Verteilung
= (w;)icr,wobel j € I so gewahlt ist, dass a € U;.
Diese Definition ist unabhéngig vom gewéhltem j bzw. Uj;, da w; — w; holomorph auf
U; N Uj ist, diese beiden Differentialformen also dasselbe Residuum besitzen.(*)

Ist ferner X kompakt, so gilt Res,(p) # 0 fiir nur endlich viele Punkte a, wodurch
folgende Definition mdglich ist:

Res(p) := agx Resq ()

Satz 4.2.4. Mit obigen Bezeichnungen gilt Res(u) = Res([0(u)]~).
Beweis. Siehe [01]Forster, S.121 17.3
q.e.d.
Bemerkung & Definition 4.2.5. Sei X eine kpt. Riemannsche Fliche, D € Div(X).
L Qp = {w € #/M(X)|(w) > —D} C .4 ist eine Garbe.
2. Qp=9Q.

3. Sei w € .4 (X) nicht verschwindend, d.h. w(z) # 0 Vo € X, also
z.B. w = df, f € #(X) nicht konstant, so induziert die Multiplikation mit w
einen Garbenisomorphismus

Opiw) — O, f = fu.
Proposition 4.2.6. Seien X kpt. Riemannsche Fliche mit Geschlecht g, D € Div(X)
= Jko € Z : dim(H°(X,Qp)) > deg(D) + ko.

Beweis. Sei w = df, f € .#(X) nicht konstant.
Setze ko := 1 — g + deg((w)), so gilt laut dem Satz von Riemann- Roch:

4.2.5 3.

dim (H°(X,Qp)) dim (H*(X, Op (w)))

= dim (H'(X, Opy () +1 — g +deg(D + (w)) > deg(D) + ko

q.e.d.
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Wiederholung 4.2.7. Sei V ein K-Vektorraum.

1. Der Dualraum von V ist der Raum aller (K-)linearen Abbildungen f : V — K.
Notation: V* := Homg(V, K)

2. dim(V) < oo = dim(V) = dim(V*).

3. Sei W ein weiterer K-Vektorraum, so induziert eine lineare Abbildung
F :V — W eine lineare Abbildung

F*:W* > V*, frs F*(f):= fo F

zwischen den Dualrdumen W* und V*, welche auch die zu F duale Abbildung
genannt wird.

Wiederholung 4.2.8. Seien U, V, W K-Vektorrdume, F,G:U - V. H:V - W
K-lineare Abbildungen, so gelten

1. F injektiv < F™* surjektiv.
2. F surjektiv < F* injektiv.
3. (F+G)*=F*+G*
4. (Ho F)* = F*o H*.

Bemerkung & Definition 4.2.9. Seien X kpt. Riemannsche Fliche, D € Div(X),
so induziert das Produkt

QA _pxOp— Q,(w,f) l—>wf
eine Abbildung
HY(X,Q_p)x HY(X,0p) — HY(X,Q)

Die Zusammensetzung dieser Abbildung mit Res : H' (X, Q) — C liefert eine bilineare
Abbildung

<, > HY(X,Q_p)x HY(X,0p) = C, (w,§) =< w, £ >:= Res(éw)

Um das ganze etwas klarer zu machen, erinnere man sich noch einmal kurz daran, wie
die Multiplikation von w und & funktioniert.

Sei also £ € H' (X, Op) und (fi ;)i jerz € Z' (8, Op) ein Représentant von &, wobei
i = (U;)ser eine offene Uberdeckung von X ist, so ist

frw= (fi,j'W € Z1(U,Q).

UmU’) (i)er?
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Die oben genannte Abbildung induziert nun eine lineare Abbildung
Lp : HO(X, Q_D) — HI(X, ﬁD)*

von H°(X,Q_p) in den Dualraum H'(X, &p)* von HY(X, Op).
Der Serrsche Dualitétssatz, welcher in diesem Kapitel bewiesen wird, besagt dass <, >
eine duale Paarung ist, d.h. dass ¢p ein Isomorphismus ist.

Satz 4.2.10. Die Abbildung vp ist injektiv.

Beweis. Es wird gezeigt, dass
Ker(ip) = {w € H(X,Qp)|< w,{ >=0 V¢ € HY(X, Op)} = {0}, also

Vw e HY(X,Q_p)\{0} 3¢ € H'(X,Op) :< w,& >+ 0.

Sei a € X so gewéhlt, dass D(a) = 0.
Da {z € X|D(x) # 0} diskret ist, findet man eine Koordinatenumgebung (Up, z) von
a mit z(a) = 0 und D|U =0.

0

In Uy lasst sich ein f € 0(Up) finden, sodass w = fdz in Uj.

Da w # 0 ist, sei nun Uy so klein gewdhlt, dass f in Up\{a} keine Nullstelle hat.
Setze Uy = X \{a}, wodurch 4 := (U, U;) eine offene Uberdeckung von X bildet.
Sei nun 1 = (fo, f1) € CO(U, .4 ), wobei fo = (fz)~ L, fi =0, so ist

nw = (%,0) € CO(st, .4 W)
eine Mittag-Leffler Verteilung mit

Res(nw) = g7 [ nw = 557 [ S = 1.
b'e Uo

Da 6; 060:0, gﬂt (50(7’] EZl(u,ﬁD>.
Sei nun ¢ = [0p(n)]~ € HY (X, Op), so gilt &w = [6p(n)]~ - w = [Jo(nw)]~ und mit Satz
4.2 4 folglich

< w,& >= Res(éw) = Res([0o(nw)]~) = Res(nw) = 1.
q.e.d.

Bemerkung 4.2.11. Seien X kpt. Riemannsche Fliche D, D’ € Div(X) mit D’ < D.
Die Inklusion 0 — Op, — Op induziert nach 3.1.16 eine exakte Sequenz:

Hl(X, ﬁD/) — It[l()(7 ﬁD) — 0

Diese wiederum induziert eine exakte Sequenz der Dualrdume:

D,
0— Hl(X, Op)* EEE N Hl(X, Op)*
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Mit 4.2.9 erhilt man folgendes kommutatives Diagramm:

L,
0 ——= HYX,0p)* —= H'(X,0p/)*

TLD TLD/
00— HX,Q_p) — H(X,Q_p)
Satz 4.2.12. Seien mit obigen Bezeichnungen A € H (X, 0p)* undw € H°(X,Q_p/)
mit
ip(A) = 1 (w)
s0 liegt w bereits in H*(X,Q_p) und es gilt A\ = 1p(w).
Beweis. Angenommen, w ¢ HY(X,Q_p) = Ja € X : ord,(w) < D(a).
Sei (Uy, z) Koordinatenumgebung von @ mit z(a) = 0. w ldsst sich in Uy schreiben als

w = fdz, wobei f € . (Uy).
Waéhle nun Uj so klein, sodass

=0 und D/ =0 und
|Uo\{a}

ii) f hat in Up\{a} weder Null- noch Polstellen.

Wiéhle nun, analog zum Beweis von 4.2.10, U; = X\{a} und & = (U, Uy) als offene
Uberdeckung von X. Sei nun n = (fo, f1) € CO(U, .#), wobei fo = (fz)~! und f; = 0.
Nun gilt

i) D |Uo\{a}

ord(f1) = 0o,z € Uy
ordz(n) = ¢ 0,z € Up\{a}

—ordy(w),z =a

also mit i), ii) und —ord,(w) > —D(a) sogar n € CO(L, Op).
Auferdem gilt mit Uy N U; = Up\{a} und i)

(50(’17) € Zl(iL ﬁ) = Zl(u, ﬁD> = Zl<u, ﬁD/)

Sei nun ¢’ die Cohomologieklasse von &y(n) in H'(X, Op/) und ¢ jene in H*(X, Op).
Es ist £ =0, dan € CO(4, Op) und laut Voraussetzung gilt

<w, & >=1p(w)(&) = ip (A)(E) = ME) =0,
jedoch gilt wegen nw = (42,0)
<w,& >= Res(nw) = 1.4
Also war die Annahme falsch und es gilt w € H%(X,Q_p).
q.e.d.

Da iB,(\) = tp/(w) = iB,(1p(w)), folgt aus der Injektivitit von iB, dass A = 1p(w).
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Konstruktion 4.2.13. Seien X kompakte Riemanunsche Fliache, B, D € Div(X).
Fiir eine meromorphe Funktion ¥ € H°(X, 0) induziert der Garbenmorphismus

Op g~ Op,fs V- f
eine lineare Abbildung
HY(X,0p_B) — HY(X,Op),+
also auch eine lineare Abbildung iiber den Dualrdumen
HY(X,0p)* - HY(X,0p_B)*,

welche der ebenfalls mit ¥ bezeichnet wird.
Laut Definition gilt nun also

(TN)(€) = N(W¢) fiir A € HY(X, 0p)*, 6 € HY(X, Op_B).

Man erhélt also folgendes kommutatives Diagramm
HY(X,0p)" —— H'(X,0p_p)*
TLD LDBT
HO(X,Q-p) = H" (X,Q_(p_p))

, wobei der Pfeil in der zweiten Zeile ebenfalls die Multiplikation mit ¥ bedeutet, was
aus der Bilinearitdt von <, > aus 4.2.9 folgt, sprich < Yw, £ >=< w, V¢ >.

Satz 4.2.14. Mit obigen Bezeichnungen ergibt sich:
Seien ¥ € HO(X, 0)\{0}, so ist die induzierte Abbildung

U HY(X,Op)* — HY(X, Op_p)* injektiv.
Beweis. Sei A := (¥) > —B der Divisor von V.
Die Abbildung €p_p — Op faktorisiert iiber
Op_p <5 Oppa -2 Op

, wobei 4 die gewthnliche Inklusionsabbildung ist, d.h. ¥ = (¥-) o 4.

Ferner ist Op 4 X, O'p ein Isomorphismus. Da die von der Inklusion ¢ induzierte
Abbildung HY(X,0p_p) — H' (X, Op4 4) laut 3.1.16 ein Epimorphismus ist, ist

HY(X,0p_p) — HY(X, Op)

ebenfalls einer, d.h. HY(X,0p_p) LN H'(X, Op) ist surjektiv, also ist die induzierte
Abbildung iiber den Dualrdumen injektiv.

q.e.d.
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Satz 4.2.15. (Dualitdtssatz von Serre)
Sei X eine kompakte Riemannsche Fliache, D € Div(X), so ist

tp s HO(X,Q_p) = HY(X,Op)* ein Isomorphismus.

Beweis. injektiv:v'(4.2.10)

surjektiv: Sei A € HY(X, Op)*, X # 0

Sei ferner P € Div(X) mit deg(P) = 1 und fiir ein n € N sei D, := D — nP.
Ist nun A C H'(X, Op,)* der Untervektorraum aller Linearformen der Gestalt
U\, ¥ € HYX, O,p), so gilt nach Satz 4.2.14 (Beweis)

A= ﬁnP(X) = HO(Xa Onp)
und folglich mit dem Satz von Riemann-Roch
dim(A) = dim(H(X, Opp)) > 1—g+n,

wobei g das Geschlecht von X ist.
Nach Satz 4.2.6 existiert ein kg € 7Z, sodass fiir den Untervektorraum
Im(l,Dn) g HI(X, ﬁDn)* gﬂt

dim(Im(ip,)) 22222 dim(HO(X,Q_p, ) = deg(—Dy) + ko = n + ko — deg(D)

3.1.12

Fiir n > deg(D) ist also deg(D,,) < 0 und H°(X, Op,) 0

et B dim (H' (X, Op,)) = dim (H'(X,6p,)") = g — 1 = deg(Dy)

<o
Sei nun n hinreichend grofs gewihlt, so gilt
dim(A) + dim(Im(up,)) > dim (H' (X, Op,)*)

=2n+... =n-+...

Folglich muss also gelten ANIm(cp, ) # 0, d.h. es existiert ein ¥ € H*(X, 0,,p), ¥ £ 0
und ein w € HY(X,Q_p, ), sodass U\ = 1p, (w)

Sei nun A := (¥) der Divisor von ¥, also ¢ € H°(X,04), und D’ := D,, — A. Mit der
Kommutativitdt des Diagramms aus 4.2.13 gilt folglich

i) = (ign oig,") (A) = F(TA) = gip, (W) = 1o (gw)

Aus Satz 4.1.12 folgt sofort wy := $w € H°(X,Q_p) und A = tp(wp)
= .p ist surjektiv
= 1p ist ein Isomorphismus.

q.e.d.
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Bemerkung 4.2.16. Da der Satz von Riemann-Roch die Endlichdimensionalitét von
HY(X, Op) liefert, liefert der Dualitéitssatz folgende Dimensionsgleichung:

dim(H (X, 0p)) = dim(H°(X,Q_p)).
Ist D =0, also der Divisor gleich der Nullabbildung, so erhilt man
g = dim(H'(X, 6)) = dim(H(X, ),

d.h. das Geschlecht einer kompakten Riemannschen Fléche X ist gleich der Maximal-
zahl linear unabhéngiger holomorpher Differentialformen auf X.
Den Satz von Riemann-Roch kann man also dquivalent folgendermafien formulieren:

dim(H*(X,0_p)) — dim(H°(X,Qp)) = 1 — g — deg(D),

das heifit also, dass auf einer kompakten Riemannschen Fliche vom Geschlecht g die
Differenz von der Maximalzahl linear unabhéngiger meromorpher Funktionen, die Viel-
fache eines Divisors D sind, und der Maximalzahl linear unabhingiger meromorpher
Differentialformen, die Vielfache von —D sind, gleich 1 — g — deg(D) ist.

Satz 4.2.17. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g, so gilt fiir
den kanonischen Divisor Kx:

deg(Kx)=2g—2
Beweis.

deg(Kx) 22 dim(H(X, Ok ) — dim(H (X, Ok, ) + g — 1

4.2.16 .0 g1 o
ErTE dim” () —dim™ (X, Q_g,)+g—1
3.2.2

4.1.16

g—14+g—-1=2g-2

q.e.d.

Satz 4.2.18. Seien X eine kompakte Riemannsche Fldche vom Geschlecht g und
D € Div(X) mit deg(D) > 2g — 2, so gilt

HY(X,0p) =0

Beweis. Sei w € . (X) nicht verschwindend und K ihr Divisor.

222 O p & Ox_p =22 H'Y(X,0p)" = HO(X,Q_p) = H(X, Ok _p).

Ferner gilt nun mit 4.2.17 deg(K — D) < 0, also folglich H*(X, 0k _p) =0
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5 Anwendungsbeispiel:
Einbettung vom komplexen Torus in P?

5.1 Vorbereitungen

Durch die neue Formulierung vom Satz von Riemann Roch ist es nun méglich, den
komplexen Torus in den Projektiven Raum P?, genauer in P?(C) einzubetten. Hierfiir
werden zunéchst ein paar Grundlagen geschaffen.

Bemerkung & Definition 5.1.1. Seien H, X Riemannsche Flichen.

1. Unter einem holomorphen Geradenbiindel iiber X versteht man eine holo-
morphe Abbildung p : H — X mit folgenden Eigenschaften:

i) Vo € X weist die Faser p~!(z) eine 1-dim. VR-Struktur auf,

ii) Vo € X 3U C X offene Umgebung von x und eine lokale Trivialisierung
@ von H iiber U, d.h. es existiert eine biholomorphe Abbildung

p:UxC = p~1(U) mit folgenden Eigenschaften
i.VvyeU: cp|y cyx C = p~1(y) ist Isomorphismus von Vektorriumen.
ii. poy = m, wobei m; die Projektion auf den ersten Faktor bezeichnet.

2. Sei 4 = {U,}ies offene Uberdeckung von X so, dass fiir alle U; eine lokale Tri-

vialisierung ¢; von H iiber U; existiert.
Unter dem sogenannten Kartenwechsel des holomorphen Geradenbiindels
beziiglich 4l versteht man die Abbildungen g; ; : C — C,4,j € I, welche durch
die Eigenschaft (¢, o p; ') (z,2) = (v, g j(2)) fiir alle i, j € I eindeutig festgelegt
werden und offensichtlich holomorph sind.
(Insb. hingen die Funktionen g; ; also von der Wahl der offenen Mengen U; und
Uj ab)

Im Folgenden wird “p : H — X sei holomorphes Geradenbiindel iiber X“ gelegentlich

mit “H ist holomorphes Geradenbiindel iiber X*“ abgekiirzt.

Folgende Proposition, fiir welche lediglich eine Beweisskizze gemacht wird, zeigt,
dass man Geradenbiindel iiber einer Riemannschen Fliche X durch Kartenwechsel
beziiglich einer Uberdeckung beliebigen 3 von X festlegen kann.

Proposition 5.1.2. Seien X eine Riemannsche Fliche, 4 = {U;};c eine offene Uber-
deckung von X und (g; ;) jyer> € ZY (W, 0%), so existiert ein holomorphes Geraden-
bindel H iber X, welches trivial iber jedem U; ist und ferner die Elemente g; j,1,j € 1
gerade die Kartenwechsel von H beziglich 3 sind.

Beweis. Definiere zunichst den Quotienten H := (U U; (C) / ~, wobei die Aqui-
i€l
valenzrelation ~ fiir z € X, z,w € C durch
(x,2) ~ (z,w):=Fi,jel:xcecUNU; Aw =g, (2)

definiert ist.
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Sei nun p : H — X, (z,2) — x die Projektion, so bilden die Karten, welche auf
den offenen Mengen p~1(U;) = (U; x C)/ ~ gegeben sind, einen komplexen Atlas fiir
H.

Man zeige hierfiir zunéchst, dass es natiirliche Hom&omorphismen von U; x C nach
p~1(U;) gibt, und dass diese Karten H zu einer Riemannschen Fliche werden lassen.

Nun ist [ trivial {iber allen U;, die Kartenwechsel sind gerade die gewiinschten g; ;,%,j €
I und ferner kann man zeigen, dass p holomorph ist.

q.e.d.
Definition 5.1.3. Seien H, X Riemannsche Flichen.

1. Sei p: H — X ein holomorphes Geradenbiindel iiber X, U C X offen.
Eine holomorphe Abbildung s : U — H heifit holomorpher Schnitt von H
iber U, falls p o s = idy, d.h. s bildet jeden Punkt = auf einen Punkt in der
Faser p~1(x) ab.

2. Ist U = X, so nennt man ein solches s auch globalen holomorphen Schnitt.

3. Einen nicht verschwindenden holomorphen Schnitt von H iiber U nennt man
einen lokalen Rahmen fiir H.

Bemerkung 5.1.4.

1. Die Existenz eines lokalen Rahmens fiir H {iber U ist dquivalent zur Existienz
einer lokalen Trivialisierung H iiber U.

2. Sei Y = {U, }ier eine offene Uberdeckung einer Riemannschen Fliache X und
9i,j: %, J € I seien Kartenwechsel von H bez. 4, so gilt:

3 globaler Hol. Schnitt H < VU, 3f; € O(U;) : fj = gijo fi Vj € 1.

5.2 Konstruktion von Karten in den Projektiven Raum

Fiir dieses Kapitel sei X eine kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension
n und H ein holomorphes Geradenbiindel iiber X. Sei ferner I'p(X, H) der C-VR
aller globalen holomorphen Schnitte von H, so liefern bekannte Sitze aus der Analysis
folgende Aussage, welche hier ohne Beweis zitiert wird:

Satz 5.2.1. T's(X, H) ist endlichdimensional.

Beweis. In viel groferer Allgemeinheit ist diese Aussage im Ergebnis von Cartan und
Serre [12] enthalten.

Diskussion 5.2.2.

Sei nun I'¢(X, H) (N + 1)-dimensional, wobei N hinreichend grofer als n ist, so kann
man stets eine Abbildung (von einem Untervektorraum) von X in den komplexen
Projektiven Raum erhalten, d.h. diese Abbildung bildet in den endlichdimensionalen
Projektiven Raum P(I's (X, H)*) ab.

Dieser Raum ist auf die Art und Weise durch T's (X, H)* definiert, wie PV durch CN+1,

45



d.h. durch die Menge aller N-dimensionalen Untervektorrdume von I'¢(X, H)*. Durch
die Wahl einer Basis von I'p(X, H)* kann man diesen Vektorraum mit CV*! identi-
fizieren, was wiederum eine Identifikation von P(I's(X, H)*) mit PV liefert, d.h. man
erhilt auf P(T'¢(X, H)*) die Struktur einer komplexen Mannigfaltigkeit, welche iso-
morph zu PV ist.

Die Wahl einer anderen Basis liefert auch eine andere Identifikation mit PV.

Die Idee ist, dass ein Punkt x € X ein Funktional auf Schnitten von H liefert, die soge-
nannte Bewertung in z, was wiederum ein Element aus P(I's(X, H)*) liefert. Hierbei
entstehen jedoch so einige Probleme, die man sich zunéchst klar machen muss:

i) Zuerst liefert die Bewertung eines Schnittes von H in z lediglich ein Element
der Faser von H in x, anstelle einer komplexen Zahl. Sobald man einen lokalen
Rahmen gewahlt hat, liefert ein Element aus der Faser eine komplexe Zahl, jedoch
liefern verschiedene Rahmen hier auch verschiedene Zahlen.

Dies ist der Grund fiir den Ubergang zum Projektiven Raum.

ii) Die Bewertung in x kénnte das Null-Funktional auf Schnitten sein. In diesem
Fall wiirden keine assoziierten Elemente vom Projektiven Raum existieren.

Im Allgemeinen erhélt man in diesem Fall eine Abbildung von einem Untervektorraum
von “guten* Punkten in X nach P(T'g(X, H)*).

Folgende Untersuchungen werden einige dieser Ideen konkretisieren:

Man definiert zunéchst fiir + € X ein ¢ (x) als Vektorraum aller hol. Schnitte
von H, welche in = verschwinden. Dies ist ein Untervektorraum von I'g (X, H)*
mit

N, falls nicht alle Schnitte von H in x verschwinden
N + 1, sonst

dim(¢r (x)) = {

Betrachtet man nun den Annihilator von ¢y (x) unter der Abbildung

IFe(X,H) x T'p(X,H)* — C, so stellt man fest, dass dieser Untervektorraum von
T's(X,H)* eine Gerade ist, falls gilt dim(¢g(x)) = N und identisch 0 ist, falls gilt
dim(¢u(z)) =N + 1.

Ist dieser eine Gerade, so ist er folglich ein Element in P(T's (X, H)*).

Definition 5.2.3. Sei x € X.
1. x heifit Basispunkt von H, falls alle hol. Schnitte von H in = verschwinden.
2. B(H) := {x € X|x ist Basispunkt} ist dic Menge aller Basispunkte von H.

3. H heift Basispunktfrei :< B(H) = 0.
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Konstruktion 5.2.4. Die oben genannten Bezeichnungen definieren eine Abbildung
6 X\B(H) — P(To(X, H)").

Um diesen Formalismus mit der intuitiven Idee, welche zuvor diskutiert wurde, ab-
zustimmen, ist es niitzlich sich die einzelnen Koordinaten des Bildes von ¢ genauer
anzuschauen. Betrachte hierfiir zunéichst P(I's(X, H)*) als PV, durch Wahl einer Ba-
sis 9, ..., sV fiir ['¢(X, H), wodurch die duale Basis eine Identifikation von I'g (X, H)*
mit CV+1 liefert und letztlich die Identifikation von P(I' (X, H)*) mit PV folgt.
Angenommen =z € X sei kein Basispunkt, so wéhle einen lokalen Rahmen ¢ fiir H
auf einer offenen Umgebung von x. Definiere nun ein Funktional x auf Schnitten von
H, welches auf einem Schnitt s operiert, indem es diesen auf U einschriankt und an-
schliefend, nachdem man s umgeschrieben hat in s = £ o o, wobei o € O(U), o in x
bewertet, d.h. konstruiere so, dass x(s) = o(z).

Es gilt x o ¢ () = 0, wobei x # 0, da x kein Basispunkt ist.

Folglich erzeugt x einen eindimensionalen Untervektorraum ¢(x) C I'g(X, H)*.

Nun kann man die homogenen Koordinaten von x beziiglich der Identifikation

P(Te (X, H)*) = PV (gegeben durch die zuvor gewihlte Basis) also einfach durch die
Bewertung von Y in s¢ fiir alle i € {0, ..., N} erhalten.

Schreibe hierfiir s® lokal als & - o, so gilt x(s*) = o*(z), also hat ¢(z) homogene Koor-
dinaten [0°(z), ..., 0N (z)].

(Achtung, hier meint ¢ keine Potenz von o, sondern eine zu s* passende holomorphe
Funktion.)

Um nicht jedes mal den lokalen Rahmen £ zu erwdhnen, wird im folgenden wie folgt
abgekiirzt:

¢($) = [So(x)v R SN(x)]v

in Ubereinkunft damit, dass jedes s*(x) durch Wahl eines lokalen Rahmens bewertet
wird.

(Bemerke an dieser Stelle, dass bei der abstrakten Definition von ¢ zunéichst kein kon-
kreter Bezug zu einem bestimmtem Rahmen getroffen wurde, was zur Folge hat, dass
die homogenen Koordinaten von ¢(x) nicht von der Wahl von ¢ abhéngen.)

Die lokale Darstellung von ¢ liefert seine Holomorphie, da jede Koordinate s® lokal
durch eine in = holomorphe Funktion ¢! gegeben ist.

Im Folgenden wird gezeigt, dass diese Abbildung ¢, unter bestimmten Voraussetzun-
gen, eine Einbettung X in den Projektiven Raum liefert.
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5.3 Einbettungssatz

Mittels vorheriger Uberlegungen ist es nun moglich, die Diskussion der Abbildungen in
den Projektiven Raum mit jener {iber die Divisoren, welche man bereits in Kapitel 3
kennengelernt hat, zu verkniipfen, indem man feststellt, dass ein beliebiger Divisor D
auf einer kompakten Riemannschen Fliche X ein holomorphes Geradenbiindel H = [D]
iiber X induziert.

Dafiir dient die folgende

Konstruktion 5.3.1. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche und D € Div(X).
Ruft man sich zunéchst die Definition von der Ordnung einer holomorphen Funktion
(s. 3.1.4) ins Gedachtnis, so ist folgende Tatsache ersichtlich:

Es existiert eine offene Uberdeckung U = {U, };c; von X und fiir alle i € I Funktionen
fi € O(U;), welche folgende Eigenschaft erfiillen:

D(p) = ordy(fi) Yp € U,.

Folglich gilt fiir alle ¢, j € I:
ord, (JJ;) —0auf U; NU;, ¥p € U; N U
Das heifit nichts anderes, als dass die Funktionen g; ; := % nirgends verschwindende

holomorphe Funktionen auf den Schnitten sind. Da diese Funktionen nirgends ver-
schwinden, ist offensichtlich auch die Cozykelrelation erfiillt, denn es gilt

Gik = Gij - 9j.k Vi, 5,k €1,
also folgt (gi,;) (i j)er> € ZYN X, 0%).
N [D] mit Kartenwechselabb. g; j,¢,j € I ist ein hol. Geradenbiindel.
Folgende Proposition zeigt nun, dass die Garbe Op auch als 0]p;, die Garbe aller

holomorphen Schnitte auf der Riemannschen Fliche [D], aufgefasst werden
kann.

Proposition 5.3.2. Seien X eine kompakte Riemannsche Fliche, D € Div(X)
= Op & ﬁ[D]

Beweis. Sei f € Op(U),U C X offen und f; € 0(U;) wie in 5.3.1.

= hi=f-fie OUNU)AJE =4 =gy auf UNU;NUj

= h;,1 € I definieren holomorphe Schnitte von [D] auf U.v’

Sei nun h holomorpher Schnitt von [D] iiber U, so ist h nach 5.1.4 2. auf jedem UNU;

durch holomorphe Funktionen h; definiert, welche die folgende Eigenschaft erfiillen:
;% =0ij = % auf UNU; NU;.

Da die Funktion f = ';—7 auf dem Schnitt U N U; fiir alle ¢ € I wohldefiniert ist, liefert
dies uns eine auf ganz U meromorphe Funktion f, sprich f € &p(U). Offensichtlich
sind diese Funktionen invertierbar und kommutieren mit, den Kartenwechseln, folglich

hat man also einen Isomorphismus von Garben gefunden.
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q.e.d.

Mithilfe dieser Proposition ist man nun in der Lage, die Abbildung ¢ im Bezug auf
[D] (5.2.4), wobei D ein Divisor auf einer kompakten Riemannschen Fliche X ist, neu
zu formulieren. Dies hat den Vorteil, dass man sich nicht mehr um die Basispunkte
sorgen muss, sprich die Abbildung immer ein wohldefiniertes Element im Projektiven
Raum fiir jedes x € X liefert, egal ob x urspriinglich ein Basispunkt war oder nicht.
Hierfiir wird zunéchst eine Abbildung in den Projektiven Raum im Bezug auf den
Divisor D konstruiert und anschliefend mithilfe der soeben bewiesenen Proposition
gezeigt, inwiefern diese mit der Abbildung ¢ zusammenhingt.

Wie das ganze funktioniert, zeigt folgende

Konstruktion 5.3.3.

Proposition 5.3.2 zeigt, dass globale Schnitte von [D] globale meromorphe Funktionen
in Op(X) = H°(X, Op) liefern, folglich ist es sinnvoll, mit einer Basis fy,..., fy von
H°(X, Op) zu starten. Sei nun z € X, so findet man eine Koordinatenumgebung z auf
X mit z(z) = 0, welche x also zentriert.

Sei nun k := min{ord,(fa)|a € {0,..., N}}, so findet man fiir alle Basiselemente f,
eine in x holomorphe Funktion g,, sodass gilt

fa = Zkga-

Definiere nun

o) (@) = [g0(a) : -t g ().

Diese Abbildung ist unabhéngig von der Wahl von z.

Bemerke, x ist kein Basispunkt < k = —D(z), jedoch ist diese Abbildung, wie zuvor
bemerkt, auch im Falle, dass x kein Basispunkt ist, wohldefiniert.

Sei nun = € X kein Basispunkt, so ist zu zeigen, dass ¢(z) = ¢[p)(z).

Sei sg, ..., sy eine Basis von I'¢(X, [D]). Um eine korrespondierende Basis fo, ..., fx
fiir H°(X, Op) zu erhalten, sind hierfiir also eine offene Uberdeckung 4 = {U; };c; von
X und Funktionen h; auf U; so zu finden, dass (h;) = D auf U;.

Das erste U; findet man, indem man eine Koordinatenumgebung U von z so wihlt,
dass

supp(D) N{U} = {z},

wobei supp(D) := {x € X|D(x) # 0} der Tréiger von D ist.

Setze ferner h = 2z~ auf U mit k = —D(z).

Ergiinze dies nun zu einer offenen Uberdeckung $f = {U;};c; von X und konstruiere
Funktionen h;,i € I, sodass die gewiinschten Eigenschaften erfiillt werden.

Dies liefert nun eine Basis fo, ..., fxv von H°(X, Op), welche zu s, ..., sy passt.
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Auf U; erhélt man nun
falz) = S;’,(i) = 2Fs,(2).

(Wie zuvor werden die s,, hier als holomorphe C-Wertige Funktionen auf den jeweiligen
U;, welche fiir die Wahl eines anderen Rahmen ¢ wieder anders aussehen, aufgefasst.)
Folglich gilt nun also

d(2) = [so(x) : ... : sy ()]
= [go(z) : ... : gy ()]
= up)(2),

~— —

wobei fq(2) = 2¥g4(2) mit g, € O(U;).
Diese Konstruktion erméglicht nun den Beweis vom

Satz 5.3.4. Sei X kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g, D € Div(X) mit
deg(D) > 2g + 1. Sei ferner fo, ..., fn eine Basis von H°(X, Op), so ist die Abbildung

LD] * X PN
eine Finbettung der Riemannschen Fldache in den Projektiven Raum.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass [p) eine Immersion ist.
D] injektiv : Sei x1,x2 € X mit 1 # xo.
Sei ferner

oy D(@), 2 # 1o
Dita):= {D(m) —1l,z=14

= deg(D') > 29

Beh.: Op ist global erzeugt, d.h. Vo € X 3f € HY(X, Op/) : ord,(f) = —D'(x)
Bew.: Sei P der Divisor, der den Wert 1 bei x annimmt und sonst 0.

Angenommen 3f € H°(X, Op/) : ord,(f) = —D'(z) = H°(X, Op/) = H(X, Op'_p).
Ferner folgt mit deg(D’),deg(D’ — P) > 2g — 2

2218 H(X,0p) = H(X, Op_p) =0

Riemann-Roch liefert nun

HO(X, 6p/) =1 — g+ deg(D') £ 1 — g+ deg(D' — P) = H'(X, 6pr_p).4 O
Insbesondere existiert also so ein f fir z = 1 (bzw. z = x2).
N
Da fo, ..., fx Basis von H*(X,0p), ex. A\ €C: f = 3 Ao fa-

Da ferner mit analoger Argumentation &p global erzeugiu ist, existiert fo € {fo,..., v}
mit k; == ordy, (fo) = —D(z;) fiir i = 1,2, also geringste Ordnung in diesem Punkt.
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Ahnlich wie in der Definition der Abbildung U[p], Setze nun fo = zf"ga,i, wobei z; in
x; zentriert ist.
Setze analog f = zf"gi, wobei g1(z1) # 0.
Da f € HY(X, Op/) liegt, gilt ord,,(f) > —D'(z2) = —ka + 1.
Folglich gilt also ga(z2) = 0.
2
Man erhélt nun g;(z;) = > Aaga,i(®:) und ¢p)(zi) = (91,:(2i), - gn,i(4))-

i=1
N

Setze nun p(t1,....tn) = Y, Aata-
a=0

Ferner gilt nun:
gi(xi) = 0« p(yp)(2:)) = 0.

Mit g1(21) = p(yp) (1)) # 0 = p(e[p)(22)) = vp)(21) # t[p)(22).v

Immersion: Funktioniert analog, jedoch wird anstelle von zwei verschiedenen Punkten
1,22 € X lediglich ein Punkt zg € X betrachtet.

Sei nun

D'(z) = D(z) ,x # xo
| D) -1, 2 =10

Da Op global erzeugt ist, findet man ein f mit ord,,(f) = D'(z9) = D(zo) + 1.

N
Ferner existieren wieder A\, € C so, dass f = > Ay fa-
a=0
Setze k := —D(z¢) und f, = 2¥g,, wobei z in x( zentriert ist.
Setze aukerdem f = z¥g in einer Umgebung von z mit ord,,(g) = 1, besitzt hier also

N
eine einfache NS. Es gilt aufserdem g = > Ay ga-
Weil &p global erzeugt ist, ex. folglich W(iye(i)er ein g, welches in xy nicht verschwindet,
0.B.d.A. sei go(xg) # 0.
Mittels einer Standardabbildung in den PV lisst sich t[p] in einer Umgebung um o,
nach der Identifikation von [1,ug, ..., un] = (ug, ..., un), also als Element in CV, wie
folgt schreiben

go’

up) = (F, ..., Fy) = (Ll g—N)

N
i F— 9 _

Nun gilt aZ::O NE; = - Ao.

Bildet man also das Differential dieser Abbildung, so ergibt sich folgende Tatsache

N
S NdF; =d (g%) # 0, da g in g eine NS 1. Ordnung besitzt und go(zo) # 0.
a=0

Folglich sind also nicht alle dFy, = 0, d.h. dip) verschwindet nicht in zo € X
LI t[p] ist eine Immersion.

q.e.d.
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5.4 Einbettung vom komplexen Torus

In der Arbeit wurde in einem vorherigem Kapitel bereits gezeigt, dass das Geschlecht
vom Torus gleich 1 ist. Folglich wird also der scheinbar etwas allgemeinere Satz bewie-
sen, welcher tatsichlich nur in Anbetracht des aktuellen Wissensstandes allgemeiner
erscheint:

Satz 5.4.1. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht 1, so exis-
tiert eine nicht singulire Einbettung dieser Riemannschen Fliche (, d.h. die Ableitung
verschwindet nirgends,) in den P? in Form einer kubischen Kurve.

Beweis. Zunichst die grobe Beweisidee:

Nach Satz 5.3.4 liefert fiir jeden Punkt p € X das vom Divior Ds,, welcher an der
Stelle p den Wert 3 annimmt und sonst 0, erzeugte Geradenbiindel H = [Ds,] eine
Einbettung von ¢ty : X — PN, wobei N = dim(H°(X,0p,,)) — 1 > 2 ist. Dieser
Vektorraum enthélt meromorphe Funktionen auf X, welche holomorph auf X\{p}
sind und die Ordnung > —3 in p, also maximal eine Polstelle der Ordnung 3, besitzen.
Eine solche Funktion wird jedoch durch ihren Hauptteil

a_1
z

a_3
23

+52 +

in p eindeutig bestimmt.

Da keine meromorphe Funktion mit lediglich einer Polstelle in p existieren kann, lie-
fert eine solche Funktion also eine Einbettung von X in P2. Man zeigt anschliefend,
dass dim(H°(X, Op,,)) > 3, genauer sogar dim(H"(X, Op,,)) = 3 und ist somit fertig.

Nach 2.3.15 existiert auf X keine nicht-konstante meromorphe Funktion auf X, welche
lediglich einen Pol in einem Punkt p € X besitzt und sonst keine weiteren Nullstellen.
Sei nun D, der Divisor, der in p den Wert n annimmt und sonst null, so gilt des
Weiteren gilt nach 4.2.18

H'(X,6p,) = 0.

1, falls pe U

Sei nun C,, die sogenannte Wolkenkratzergarbe, fiir die gilt C,,(U) := {O .
, sons

(Dies ist tatsichlich eine Garbe.*))
Nach Konstruktion der folgenden exakten Garben-Sequenz

0— Op, - Op, 5T, —0,
wobel fir U C X offen

ay : Op,(U) = Op,,(U) die Inklusionsabbildung ist und
Bu : Op,,(U) = Cy(U), f + g(p), wobei g(z) := (= — p)* - f(2).

(Alternativ kann man Sy (f) = a—o setzen, also auf den (—2)-ten Koeffizient der [lo-
kalen| Laurentreihenentwicklung von f abbilden.)
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Nun liefert Satz 2.5.8, sprich die von der exakten Garbensequenz induzierte “lange*
Sequenz iiber den Cohomologiegruppen

0 *
0= HO(X, 0p,) 2 HO(X, 6p, ) 2 HO(X,C,) 2 HY(X, 0p,),
—_———

4.2.18

insbesondere also die Surjektivitit der Abbildung Sy, die Existenz einer meromorphen
Funktion F' auf X mit einer doppelten Polstelle in p, welche sonst iiberall holomorph
ist.

Ferner gilt nach Definition vom Geschlecht und der Anwendung der Serre-Dualitét

dim(H'(X,Q)) = g = 1,

d.h. es ex. eine holomorphe 1-Form w € Q(X)\{0}.

Da auferdem mit 4.2.18 gilt deg(w) = deg(Kx) = 0, verschwindet w also nirgends.
Betrachte nun die meromorphe Differentialform F'-w, welche in X'\ {p} holomorph ist,
so liefert der Residuensatz (2.3.14)

Res,(F-w) =0

Sei nun z eine beliebige lokale Koordinate um p, so erhilt man nach der Multiplikation
mit einer Konstanten und der Addition einer Konstanten durch die Reihenentwicklung
von F' folgendes:

F(z) = % +1].

z

Betrachte nun die meromorphe Funktion dTF auf X. Da w nirgends verschwindet, ist

4 holomorph auf X\{0} und hat eine Polstelle der Ordnung 3 in p, folglich bilden
4€ 'F und die Konstanten ¢ € C eine Basis von H*(X, 0p, ).
Setze also

Fr=X2E L NP4+ ).
Durch geeignete Wahl der Konstanten A, A, A" erhilt man
F'(z) = & +[1]

23

in einer Umgebung um p.
Die Abbildung ¢z : X — PV, kann man nun folgendermafen ausdriicken

q = [1,F(q), F'(q)].
Mittels Reihenentwicklung im Punkt p erhilt man also:
(F'(2))* = 55 + &= + [-1],

sowie

F(z=%+ %+ % +[-1]
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Zusammenfassend ist die meromorphe Funktion
(F'(2))? + ¢'F'(2) = F(2) + (¢" — ©)F(2),
holomorph aufserhalb von p, mit hochstens einfacher Polstelle in p , also Konstant. Das
Bild von X unter der Einbettung ¢ ist dementsprechend die Ortslinie des Polynoms
v+ cdy=2a%+ax+b,
wobei x = Z1/Zy,y = Z3/Zy die euklidischen Koordinaten von P? sind.
Nach linearer Transformation der Koordinate y, erhilt man das Polynom der Form
(%) :=y? = 2% + ax + b,

und letztens Endes, nach linearer Transformation in x, sodass eine Nullstelle sich im
Punkt 0 und eine weitere im Punkt 1 befindet, kann also jede Kurve vom Geschlecht
1 als Nullstellenmenge eines kubischen Polynoms in P? der Form

v =xz(x—1)(z -, \eC
aufgefasst werden.
q.e.d.

Ausblick 5.4.2. Man sieht also, dass die Einbettung einer Riemannschen Flache
vom Geschlecht 1 im obigen Polynom (x) durch einen Parameter A festgelegt wird.
Da der komplexe Torus durch ein Gitter der Form I' := Zw; + Zws, wobei wy,ws €
C eine Basis der komplexen Zahlen bilden, festgelegt ist und auch der Parameter
bis auf Automorphie iiber C ein solches Gitter bestimmt, wiirde man also erwarten,
dass alle Kurven vom Geschlecht 1 als Tori realisiert werden kénnen. Der sogenannte
Residuensatz liefert unter anderem diese Erkenntnis.
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