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Abstract

Das Thema dieser Bachelorarbeit ist ein Algorithmus fiir Spiral-Computertomographie,
der von Alexander Katsevich entwickelt und im Jahre 2002 verdffentlicht wurde. Zunéchst
werden die notwendigen Begriffe aus dem Bereich der Computertomographie eingefiihrt und
einige vorbereitende Lemmata bewiesen, anschliefend wird ein Beweis fiir die Korrektheit der
Inversionsformel présentiert. Dabei handelt es sich im wesentlichen um den urspriinglichen
Beweis von Katsevich, der durch einige zusétzliche Skizzen und ausfiihrlichere Rechnungen
ergéinzt wurde.
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Bezeichnungen

kanonische Basisvektoren von R"
Betrag von Skalaren a € R

euklidische Norm von Vektoren x € R"
Skalarprodukt von Vektoren x,y € R”
Kreuzprodukt von Vektoren z,y € R?
konvexe Hiille einer Menge A C R™
lineare Hiille einer Menge A C R™

offener Kern von A C R"

Abschluss von A C R"

d-dimensionale offene Kugel um = mit Radius r
(n-1)-Sphiire eingebettet in R™

Tréger einer Funktion f

A C B, A ist kompakt und liegt in B

Ableitung einer reellwertigen Funktion f nach einem Parameter
Geschwindigkeits- und Beschleunigungvektoren fiir Wege
partielle Ableitung einer skalarwertigen Funktion f nach x
Ableitungssymbol mit Multiindex «

Gradient /Divergenz

Fouriertransformation

inverse Fouriertransformation

schnelle diskrete Fouriertransformation

Landau-Symbol

Schwartzraum

Raum der temperierten Distributionen

Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf U C R"
Deltadistribution

Cone-Beam-Transformation (vgl. (2.12))
Hilberttransformation (vgl. (3.4))
Riickprojektionsoperator (vgl. (3.5))



1 Einleitung

Computertomographie ist ein bildgebendes Verfahren, das vor allem in der Medizin und bei
der zerstorungsfreien Qualitédtssicherung in der Industrie eine wichtige Rolle spielt. Die Auf-
gabe der Computertomographie besteht darin, aus mehreren Rontgenaufnahmen eines Ob-
jektes den Absorptionsgrad (eine Art skalare Dichte) im Inneren des Objektes zu rekonstruie-
ren. Dafiir wird das untersuchte Objekt aus verschiedenen Richtungen von Roéntgenstrahlen
durchleuchtet. Aus den Messungen der Abschwichung der einzelnen Strahlen wird anschlie-
Bend unter hohem Rechenaufwand der Absorptionsgrad rekonstruiert. Rontgenstrahlen sind
fiir solche Verfahren besonders geeignet, weil sie viele Stoffe (etwa Gewebe eines Patienten)
gradlinig durchlaufen, ohne gestreut oder abgelenkt zu werden. Dies macht die Modellierung
und die Berechnungen vergleichsweise einfach.

Weit verbreitet sind die so genannten Spiral-Computertomographen. Bei diesem Typ von
Tomographen bewegt sich eine Rontgenquelle auf einer zylindrischen Spirale um das unter-
suchte Objekt (sieche Abbildung 1.1). Bei den medizinischen Anwendungen wird es realisiert,
indem die Rontgenquelle zusammen mit dem gegeniiberliegenden zweidimensionalen Detektor
in einer Ebene rotiert, wihrend der Patient auf einer Liege mit konstanter Geschwindigkeit
durch diese Ebene geschoben wird. Diese geometrische Anordnung hat viele Vorteile. Zum

Detektor

Réntgenquelle

Werkstlck (Patient,Fossil,Kunstwerk...)

Abb. 1.1: Spiral-Computertomographie

einen kann mit dem zweidimensionalen Detektor die gesamte Strahlung ausgenutzt werden,
dadurch hélt sich die Strahlenexposition in Grenzen. Zum anderen ist der Scanvorgang ziem-
lich schnell, dies ist wichtig, um Bewegungsartefakte zu vermeiden, die dadurch verursacht
werden, dass beispielsweise Lunge oder Herz ihre Form wéihrend der Messung verédndern.
Auflerdem kommt das Gerdt mit einem relativ kleinen Detektor aus, dadurch bleiben die
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Herstellungskosten relativ gering.

In den 1990er und am Anfang dieses Jahrhunderts musste man sich bei der Spiral-
Computertomographie noch mit Algorithmen begniigen, die entweder nicht theoretisch ex-
akt, oder vergleichsweise langsam waren. Im Jahre 2002 stelle dann Alexander Katsevich
einen Algorithmus vor, der genau auf die weit verbreiteten Spiral-Computertomographen
zugeschnitten war, theoretisch exaktes Ergebnis lieferte und dazu schnelle Implementierung
ermoglichte [Kat2]. Inzwischen hat Katsevich diesen Algorithmus fiir wesentlich allgemeinere
Kurven formuliert [KatKap], in dieser Arbeit werden wir uns aber mit der urspriinglichen
Variante des Algorithmus fiir Spiralen befassen. Dazu werden wir im néchsten Kapitel die
Notation einfithren, das Problem formalisieren sowie ein vorbereitendes Lemma beweisen,
welches schon in fritheren Arbeiten iiber Spiral-CT eine Rolle spielte, und beispielsweise in
[DNK] zu finden ist. Im darauffolgenden Kapitel werden wir dann den eigentlichen Algorith-
mus von Katsevich vorstellen und in mehreren Schritten beweisen. Der Beweis ist in zwei
unabhéngige Abschnitte unterteilt, im ersten Teil kommen Werkzeuge aus der Analysis zum
Einsatz, der zweite Teil basiert dagegen auf elementargeometrischen Argumenten. Obwohl
wir im wesentlichen dem urspriinglichen Beweis von Katsevich [Kat2] folgen, ist die Notation
eher an spéter entstandene Schriften von Zhao, Yu und Wang ([ZYW, I1.B|) angelehnt.



2 Vorbereitung

2.1 Notation und Voraussetzungen

In diesem Abschnitt wollen wir uns zunéchst auf eine einheitliche Notation festlegen, sowie
an einige niitzliche Sitze erinnern. Dieser Abschnitt beinhaltet noch keine fiir die Computer-
tomographie spezifischen Definitionen.

Bei dem Beweis werden wir von der Fouriertransformation und ihrer Inversen Gebrauch
machen. Auf dem Raum der schnell fallenden Funktionen, dem so genannten Schwartzraum

SR") := {f € C®(R",C)Va e Nj,Vm € Ny : suﬂg (14 ||=]|™) (DY f)(z)]] < oo}
TER™
ist die Fourierttransformation und ihre Inverse gegeben durch

FNE) = [ e wyis 21)

n

(F19)(x) = (21) / e E(€)de. (2.2)

Auf dem Schwartzraum sind diese beiden Abbildungen stetig, linear und bijektiv. Den Beweis
hierfiir kann man in jedem Buch iiber Funktionalanalysis nachschlagen, etwa in [Wr, V.2.8]
oder [WI, 11 1V].

Auf dem Raum der temperierten Distributionen S’, also dem Raum der stetigen linearen
Funktionale ist die Fouriertransformation durch

(FA, ¢):= (A, F¢) firAcS , ¢S
definiert. Fiihrt man in &’ den Konvergenzbegriff durch
A A e (A o)X (A,¢) fiir jedes € S
ein, dann lidsst sich zeigen, dass die Fouriertransformation auch auf S’ stetig, linear und
bijektiv ist ([W1, 11 IX]).

FEine Distribution ist fiir den Beweis besonders wichtig: die um zg verschobene Deltadis-
tribution ist definiert durch:

(620:0) = [ B = a0)(a)de s=via0) fir & € S(R), (2.3)

Wir werden stets die Integralschreibweise verwenden, um auch bei mehreren Variablen Uber-
blick zu behalten. Ist g : I — R eine stetig differenzierbare Funktion mit einfachen Nullstellen
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im Inneren des Intervalls I (das heifit ¢'(v) # 0 fiir alle v T Ng~1({0})), dann ist die
Verkettung der Deltadistribution mit g wie folgt zu verstehen:

51/
dog= Z IOk (2.4)

veg~({0})

Fiir nirgends verschwindende stetig differenzierbare Funktionen f gilt auflerdem:

do(f-g) (609). (2.5)

1

£
Fiir eine Begriindung dieser Definitionen siehe [GS][I1.§2.5.] oder die Rechnung 4.0.1 im An-
hang. Wir werden die Fouriertransformierten von einigen Distributionen benétigen:

(Foay)(€) = €008 (F1)(&) = 276 (2.6)

Diese beiden Identitdten ermoglichen es, folgendes Integral als Distribution aufzufassen:

/ e My = 216(t), (2.7)
R
siehe dazu [GS][I §2 Bsp. 3]. Fiir die Signumfunktion

-1 fir <0
sgn(z) = 0 fir z=0 (2.8)
1 fir >0

gibt es einen #hnlichen Ausdruck, der als Cauchy-Hauptwert-Integral mit Pol bei 0 zu ver-
stehen ist:

—itx
/ C  dr=—ir sgn(t). (2.9)
R Z

Dieses Integral tritt im Zusammenhang mit dem Dirichlet-Integral auf, siehe dazu [FB, Ende
von II1.4] und 4.0.2 im Anhang.

2.2 Problemstellung

In diesem Abschnitt formalisieren wir die Problemstellung. Wir beginnen mit der Beschrei-
bung der Geometrie.

Mit a bezeichnen wir den Weg der Rontgenquelle. Seine Gestalt wird durch den Radius
R und den Abstand der Windungen h bestimmt. Die Spirale bezeichnen wir mit I':

T
a(t) :== [Rcos(t), Rsin(t), Qf;t} , I' .= a(R). (2.10)

Den Absorptionskoeffizienten des untersuchten Objektes modellieren wir als Dichte f. Wir
nehmen f als unendlich oft differenzierbar an. Der Triger von f soll kompakt im offenen
Zylinder €2 liegen. Der Radius r von € soll dabei echt kleiner als R sein:

feC™(Q),supp(f) CcC Q, (2.11)

Q::Bf(O)xR:{[z,y,z]T’\/x2+y2<r<R}.



2.2 Problemstellung

r DP(t)

Tam-Danielsson-Fenster

Abb. 2.1: Bezeichnungen der geometrischen Objekte

Fiir Ebenen durch einen Punkt z € R® mit Normalenvektor £ € R3\{0} verwenden wir im
Folgenden die Notation:

(z,&) :={z € R3¢ -2 =€ x}.

Der Detektor wird zunéchst als unendlich grofie Detektorebene D P(t) modelliert, die zusam-
men mit der Quelle rotiert:

T

DP(#) =TI ([—Rcos(t), _Rsin(t), %t [=cos(t), —sin(t), 0]T>

In der Abbildung 2.1 ist ein rechteckiger Ausschnitt dieser Ebene dargestellt. Was wie ein
von der Spirale I" und dem Zylinder €2 auf die Detektorebene geworfener Schatten aussieht,
sind die Umrisse des so genannten Tam-Danielsson-Fensters. Dies ist die theoretisch minimale
Flache, die fiir eine exakte Rekonstruktion ausreicht. Das Tam-Danielsson-Fenster wird spéter
beim Beweis eine wesentliche Rolle spielen.

Die Abschwichung eines Rontgenstrahls auf seinem Weg durch das untersuchte Objekt
kénnen wir durch das Integral von f entlang eines Strahls ausdriicken. Wir legen Strahlen
durch ihren Start- und Richtungsvektor fest, und definieren:

2.2.1 Definition (Cone-Beam-Transformation):

(Df):R3xS? 5 R, (Df)(2,0):= /Oo f(z+ro)dr. (2.12)
0

Der Scanvorgang liefert die Messwerte (Df)(z,0) fiir z € T und alle relevanten 6 € S2.
Unsere Aufgabe besteht nun darin, aus (Df) die unbekannte Dichte f zu rekonstruieren.



2 Vorbereitung

2.3 PI-Strecken

In diesem Abschnitt beweisen wir ein Lemma, das wir fiir die Formulierung der Inversions-
formel im néchsten Kapitel bendtigen werden.

2.3.1 Definition (PI-Strecken und -Intervalle): Sei z € R3 ein Punkt innerhalb der
Spirale, das heifit \/z3 + x5 < R. Sind tpor(x), tiop(x) € R, tiop(x) — tpee(x) € (0,27) zwei
Parameter, fiir die der Punkt x auf der Verbindungsstrecke zwischen a(tpot(x)) und a(tiop(x))
liegt, dann bezeichnen wir:

Ipr(x) = [tpot(x), trop(2)] als Pl-Intervall, (2.13)
Lpr(x) := conv{a(tpor(x)), atiop(z))} als PI-Strecke und (2.14)
Cpi(x) :==a(Ipr(x)) als PI-Bogen zum Punkt x. (2.15)

a(t., (x))

a(t,..(x))

Abb. 2.2: PI-Strecke und PI-Bogen

Wir haben bei der Definition ¢y () und top(2) als Funktionen behandelt, doch zunéchst
ist die Wohldefiniertheit nicht offensichtlich, wir miissen also zeigen, dass tpot(x) und tiop(x)
existieren und eindeutig bestimmt sind.

2.3.2 Lemma (Existenz und Eindeutigkeit von PI-Intervallen): Jeder Punkt in-
nerhalb der Spirale gehdrt zu genau einer Strecke, deren Endpunkte auf der Spirale lie-
gen und voneinander weniger als eine Windung entfernt sind, genauer: zu jedem Punkt x
mit \/x? + 23 < R existieren eindeutig bestimmte Parameter top.tpor € R, A € (0,1) mit
tiop — oot € (0,2m), welche

2 = Aalthor) + (1 = Naltiop) (2.16)
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erfiillen. Die Lage der Endpunkte wird durch t,, und ty,; bestimmt, der Parameter \ legt
die Position des Punktes x auf der Verbindungsstrecke Lpr(x) fest.

Beweis: Der Punkt x sei im Folgenden beliebig aber fest. Wir stellen x zunéchst in Zylin-
derkoordinaten dar: x = [pcos(¢), psin(¢), 20]7 mit p € [0,R), ¢ € [0,27). Ausgeschrieben
ergibt (2.16) folgendes nichtlineares Gleichungssystem:

pcos(¢) = AR cos(tpor) + (1 — X) R cos(tiop)

psin(¢) = ARsin(tpor) + (1 — A) R sin(top) (2.17)
h h
zZ20 — A%tbot =+ (1 — )\)%ttop

Um dieses Gleichungsystem nach top, thor und A aufzuldsen, lassen wir zunéchst ¢, varia-
bel, und 16sen die ersten beiden Gleichungen nach den anderen beiden Unbekannten auf.
Die geometrische Bedeutung der ersten beiden Gleichungen ist sehr simpel: wir suchen den
Schnittpunkt a(tsp) von einem Kreis mit einer Geraden, wobei der andere Schnittpunkt
a(tpot), sowie ein Punkt & im Inneren des Kreises vorgegeben sind (siehe Abbildung 2.3). Mit
p bezeichnen wir hier die Projektion eines Punktes p auf die ej-es-Ebene.

/ a,,)

T a,)

Abb. 2.3: Geometrische Bedeutung der ersten beiden Gleichungen. Fiir ¢;,, —tp, >
7 wiirde die Skizze gespiegelt aussehen, und « wire dann als (27 — t;,p + tpo) /2 zZu
interpretieren.

Eine Losung existiert, und ist offensichtlich eindeutig. An der Skizze 2.3 kdnnen wir mit
Hilfe des Kosinussatzes direkt den Winkel « := w ablesen:

<tt0p - tbot) - -4 psin(¢ — tpor)
cos | ————— | = cos(a) = ——— = )
2 17 — a(toot) | \/R2 + p? —2Rpcos(¢ — tpot)

daraus erhalten wir unmittelbar:

. ot
ttop(tbot) = tpor + 2 arccos pSI(@ — thot) . (2.18)
VR? + p? —2Rpcos(¢ — tyor)
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Um ) zu berechnen, bietet es sich an, jeweils den von tp,; abhéingigen Summanden auf die linke
Seite der Gleichung zu verschieben, die beiden Gleichungen zu quadrieren und aufzuaddieren.
Dies fiihrt dazu, dass fast alle trigonometrischen Terme wegfallen, {ibrig bleibt:

0% — 2XpR(cos(¢) cos(tper) + sin(e) sin(tper)) + N2R* = (1 — X)2R% (2.19)

Bemerke, dass sich die restlichen trigonometrischen Terme wegen des Additionstheorems

cos(a) cos(f) + sin(a) sin(B) = cos(f — ) zu cos(¢ — tyor) vereinfachen lassen. Aufgelost
nach A ergibt dies: , ,
R*—p

M) = 5B R = poos(d — ter)) (2:20)

Bemerke, dass wegen p < R der Nenner stets positiv bleibt, und dass sowohl A als auch #;,,

stetig differenzierbar von t,; abhéngen.
Die rechte Seite der dritten Gleichung aus (2.17) ist nun ebenfalls eindeutig durch ¢y

festgelegt, wir bezeichnen diesen Wert mit z:

(tor) = e (Aot + (1= Mtso) o)) (2.21)

Ab jetzt werden wir den Parameter tp,; nicht mehr explizit hinschreiben. Es bleibt noch zu
zeigen, dass die Funtion z genau ein Mal den Wert zp annimmt. Die Existenz mindestens
einer Losung ist klar wegen des asymptotischen Verhaltens von z, es gilt ndmlich:

tboﬁh_%n_oo 2(tpot) = —00 und tbotlgl—li—oo 2(tpot) = 00,

daher muss z als stetige Funktion mindestens ein Mal den Zwischenwert zy annehmen. Nun
berechnen wir die Ableitung von z nach tpu:

0z _ﬂ
atbot N 2w

oA
<(tbot - ttop)

+A+(1>\)att"p). (2.22)
atbot

atbot

Die partiellen Ableitungen erhalten wir als Losung des linearen Gleichungssystems, welches
bei der Differentiation der ersten beiden Gleichungen aus (2.17) nach ¢, entsteht:

— R)‘Sin(tbot)
| —RXcos(tper) |’

[ R(cos(tpor) — c08(tiop))  R(A — 1) sin(tsop) } [ o ]

R(sin(tpor) — sin(tiop)) R(1 — X) cos(trop) 82:

aufgelost ergibt dies:

a?li’t ] 1 [ (A = D) Asin(top — toot) } _ [ A cot (ttop;tbot) ] |

Oer | = (1= ) (cos(trop — toor) — 1) | Mcos(tiop — thot) — 1) X

1-A

Nun setzen wir das in (2.22) ein und erhalten:

az h)\ ttop - tbot ttop - tbOt
= —|1- t > 0.
8tbot ™ ( 2 0 2

Die letzte Ungleichung ist im Anhang (4.2) gezeigt. Also ist z strikt monoton steigend, und
nimmt den wert zp genau ein Mal an, womit der Beweis des Lemmas beendet ist. |




3 Algorithmus von Katsevich

3.1 Inversionsformel

In diesem Kapitel formulieren wir die Inversionsformel, mit deren Hilfe die urspriingliche
Funktion f aus den Messdaten D f rekonstruiert werden kann. Dazu definieren wir zunéchst
die bendtigten Operatoren. Wir fangen mit zwei Operatoren an, deren Anwendung als Filte-
rung bezeichnet wird.

3.1.1 Definition (Ableitungsoperator): Sei g : I'xS? — R differenzierbar. Wir definieren
den Ableitungsoperator 0 durch:

9g:TxS? 5 R, (09)(a(t),0) := (qu(a(q),ﬁ) . (3.1)

q=t

Bemerke, dass nur nach der ersten Komponente abgeleitet wird, auch wenn anstelle von
6 Funktionen eingesetzt werden, die ebenfalls von ¢ abhéngen.

Den niichsten Operator parametrisieren wir durch eine Abbildung 3 : S*> — S?, welche
jeder Richtung o € S? eine dazu orthogonale Richtung (a) zuordnet. Wie diese Abbildung
sinnvoll zu wihlen ist, werden wir erst im néchsten Abschnitt diskutieren. Fiir jedes « bilden
{a, B(a)} eine orthonormale Basis der Ebene span{c«, 5(«)}. Wir parametrisieren in dieser
Ebene liegenden Einheitskreis durch

0°%(a,7) := cos(y)a + sin(y)B(a) fir v € [0,27). (3.2)
An dieser Stelle fiihren wir zwei niitzliche Abkiirzungen ein:

x —a(t)
ay(t) i = ———
[ — a®)]|

61‘@) = /B(O‘I(t))v
das heifit, v, ist der normierte Vektor, der immer in Richtung von x zeigt (siehe Abbildung

3.1), und B, ein dazu orthogonaler Vektor.
Diese Bezeichungen verwenden wir allen nachfolgenden Definitionen.

(3.3)

3.1.2 Definition (Hilberttransformation): Fiir g : I' x S — R definieren wir die Hil-
berttransformierte H%g durch:

Bo): T x S2 B alt) o) e 2 [ atalt) 0% (e DT
o) TS SR, ()a(0).0)=—1 [ o). 6

wobei das Integral im Sinne des Hauptwertes nach Cauchy zu verstehen ist.
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ZiADNNSS

Abb. 3.1: Vektorfeld «,

Schliellich definieren wir noch den Riickprojektionsoperator, der fiir den Typ des Algo-
rithmus namensgebend ist.

3.1.3 Definition (Riickprojektionsoperator): Fiir Funktionen g : T' x S — R ist der
Riickprojektionsoperator D# definiert durch:

(D*g): Q >R, (Dtg)a) ;:/I N L at), au(t))dt. (3.5)

|z —a(t)]]

Dieser Operator wird so bezeichnet, da er (anschaulich betrachtet) die Messwerte g
zuriick in den Raum ausstrahlt. Beim Algorithmus von Katsevich werden die Messwerte
Df zuniichst mit 0 und HP gefiltert, und anschlieBend mit D# riickprojiziert, daher gehort
er zur Klasse von Algorithmen vom FBP-Typ, was fiir filtered backprojection ( = gefilterte
Riickprojektion) steht. Wir formulieren das als einen zentralen Satz:

3.1.4 Satz (Inversionsformel von Katsevich): Fiir Funktionen f € C3°(Q2) gilt

f(2) = 5-(D* o’ 090 DJ)(a) (3.6)
_ b B S 8 dy
- 22 /IPI(-’E) |z —a®)ll Jo Oq (D) (alg), &% (az (), 7)) =t sin(7y)
vorausgesetzt die Abbildung [ erfiillt die Bedingung
> sgn(a(X) - §)sgn(fa(N) - €) = B (x,€) = 1 (3.7)

A€lpr(z) : a(N)€ll(z,€)

fiir alle x € Q und fast alle £ € R3.

10
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Beweis: Wir betrachten zuerst die beiden Filter-Operatoren:

(H? 00 oDf)(alt <2> a(t))
L mPHE@ O e Gt
LT 2 st 10 @) ey
22 foonon §qf<a<q> |
3 _ 71T /Span{%(t) o ;q Ka L) (€)et olaru) g qtuéz(t)
2 % / o L F D@ ale))e e S

\

. . _Z(gﬂr(t))UQ
d(t))e—lrf'a(t) (/ e—l(f'az(t))mdul/ € du2> d¢
R R U2

:/RS( O - a(t)e O (2m8(& - (1)) ( - i sgn(€ - Bu(t)))d€
127r/R3(f‘1f)(£)(£-a(t))e‘ZE“ 5(€ - az(t))sgn(é - Ba(t))dE.

In den Schritten (0) und (1) werden lediglich die Definitionen (3.1),(3.4) und (3.5) ein-
gesetzt. Im zweiten Schritt werden die Polarkoordinaten (r,7) in der o, — ,-Ebene durch
die Substitution

u =10 (a(t). ) = r cos(y)ais(t) + rsin(1)at) = wros (1) + uafBa(?)
du = rdrdy

in kartesische Koordinaten iiberfiihrt. Im dritten Schritt wird FF~!f = f ausgenutzt (f
ist eine Testfunktion, deswegen liegen f und (F~'f) beide im Schwartzraum). Im vierten
Schritt wird die Differentiation ausgefiihrt. Im fiinften Schritt wird der Exponent von e aus-
einandergezogen, die Komponenten von & werden auf die Achsen «, und (, projiziert. Im
entscheidenen sechsten Schritt werden die Darstellungen (2.7) und (2.9) verwendet. Der letzte
Schritt beinhaltet nur noch elementare Kiirzungen von Konstanten.

Nun erinnern wir an die Definition von «a,(t) in (3.3) sowie die Formeln (2.4),(2.5) und
berechnen fiir ¢ € Ip;(x) und fast alle £ € R3:

o a0 =l = > s (3.5

Aelpr(a) 1 Ealn _lg-ar

Diese Formel gilt nur fiir fast alle &, denn falls die Ebene II(z, ) die Endpunkte von Cpy(z)
enthélt, dann liegen die Nullstellen von & - (z — a(t)) nicht mehr im Inneren des Intervalls
Ipr(z), und falls II(x, ) den Bogen Cpy(x) tangiert, dann sind die Nullstellen nicht einfach,
was die Voraussetzungen von (2.4) verletzt. Bei der Integration macht diese Nullmenge jedoch

11



3 Algorithmus von Katsevich

keinen Unterschied aus, und wir berechnen das Endergebnis nach der Riickprojektion:

! —(D* o HP 0 Do Df)(x)

27
o 1 1 Boho
L /zp,u) a7 0 00 P al), anlt)dt
L] e e ot e g ) e
Ipy(x) RS Jo—a@®)] °
. ~iga(t) A (e Ba(t))ded
/1 " /R (FINEE - at)e Ae]m(ﬁ)gamw Ea0V] sgn(§ - Ba(t))ddt
4 cal\
[ e et £ sn(e -5 ()de
® Nelpi(@) : EaN)=E-a
L E©E Y s alh) sea(e - 800
R3 Aelpr(x) : a(\)ETl(x,8)
[ En©e B e
L[ Fnee
= (FFf)(@)
= f(@).
Dabei wenden wir die Umformung (3.8) im zweiten Schritt an. Im vierten Schritt benutzen
wir £ - a(X) = & - x. Im sechsten Schritt verwenden wir die Voraussetzung (3.7). [

Der Beweis dieses Satzes ist nun abgeschlossen, allerdings haben wir den Algorithmus erst
zur Hélfte konstruiert. Noch ist ndmlich nicht klar, wie die Abbildung g8 bzw. das Vektorfeld
Bz zu wiahlen ist, damit (3.7) erfiillt wird. Im néchsten Abschnitt befassen wir uns mit genau
dieser Frage.

3.2 Wahl der Filterungslinien

Bevor wir uns mit der Konstruktion der Abbildung £, mit der Eigenschaft (3.7) befassen,
wollen wir uns die geometrische Bedeutung von /3, klar machen. Aus der Formel (3.6) geht
hervor, dass fiir einen festen Punkt = und ein festes ¢ die Hilberttransformation ausschliefllich
auf Richtungen in der o, (t) — 5,(t) Ebene operiert, das bedeutet, dass fiir die Rekonstruktion
in einem einzelnen Punkt & nur Werte von 0 o Df entlang einer Linie auf der Detektorebene
gefiltert werden miissen. In der Abbildung 3.2 ist solch eine Filterungslinie eingezeichnet.
Wenn wir also fragen, wie das Vektorfeld 3, aussehen soll, ist es dquivalent zur Frage, entlang
welcher Linien gefiltert werden soll. Wir konstruieren in diesem Abschnitt das Vektorfeld 3,
dafiir benstigen wir zuerst ein Vektorfeld u,, welches wir wiederum durch eine mit wu(to, t2)
bezeichnete Hilfskonstruktion definieren.

Seien tg,ty € R mit |ty — ta| < 2w, dann schreiben wir abkiirzend:

to + to

t1 :=
! 2

12



3.2 Wahl der Filterungslinien

B.(t)

Abb. 3.2: Filterungslinie

und definieren:

(a(t1) — a(to)) x (a(t2) — a(to)) .
u(to,tz) = sgn(t2 - to) fiir tz 7é to. (310)
[(a(t1) — a(to)) x (a(t2) — alto))]|
Um das Verhalten fiir to — tg zu untersuchen, betrachten wir die Taylorentwicklung des
Zahlers bis zur zweiten Ordnung:

(a(t1) — alto)) x (a(t2) — a(to))
2
_ <a(t0)(t1 1) + iftg) L=t 2t°) +0 (|t1 - t0|3))

x<amur%w+d%¢zéﬁi+00h‘wﬁ)

(t2 — to)®
8
wobei wir t1 —ty = @ verwenden, und die Tatsache ausnutzen, dass das Kreuzprodukt eines

Vektors mit sich selbst immer verschwindet. Bemerke, dass fiir o < tg die Signumfunktion in
(3.10) das negative Vorzeichen der dritten Potenz von (t2 — to) authebt, deshalb gilt:

_alto) x d(to) + O(|t2 — to])
u(to, t2) = - ;
la(to) x a(to) + O(|t2 — to|)|
woran wir die stetige Ergédnzung von w in t5 = g ablesen:

L d(t()) X d(to) i _
’u(to,tz) = —Hd(to) » d(to)” f t() tg. (3.11)

— alto) % lto) +0 (It —tol*),

13



3 Algorithmus von Katsevich

Wenn wir die Definition (2.10) verwenden, ohne Einschrinkung ¢o = 0 setzen, und die dritte
Komponente von u(tg, t2) ausrechnen, dann stellen wir fest, dass u stets nach oben zeigt, fiir
to # to gilt ndmlich:

R2 sgn(tg — t())

u(to,ta) - e3 = T ((cos(t1) — 1) sin(ta) — (cos(te) — 1) sin(t1)) (3.12)
2sgn(ty —t

- RSan(Q”O)(sin(tQ —t1) — sin(ty) + sin(t)) > 0, (3.13)

wobei mit ||--- || der Nenner aus (3.10) gemeint ist. Um sich von der letzten Ungleichung zu

iiberzeugen, diirfte ein fliichtiger Blick auf die Abbildung 4.1 im Anhang geniigen, wo auch
ein Beweis zu finden ist. Der Fall ¢y = t9 ist trivial. Das Vektorfeld u, wird nun aus u(to, t2)
durch eine geschickte Wahl von to konstruiert.

3.2.1 Lemma (Wahl von t3): Seienx € Q und ty € Ips(x) beliebig aber fest. Dann existiert
ein eindeutig bestimmtes to € Ipr(x) mit der Eigenschaft:

(x —a(to)) - u(to,t2) = 0 oder dquivalent: x € Il(a(to), u(to,t2)). (3.14)

Um Lemma 3.2.1 zu zeigen, betrachten wir alles aus der Sicht der Roéntgenquelle. Wir
definieren ein Koordinatensystem auf DP(ty) durch:

—R cos(to) —sin(to) 0 —cos(tp)
Opp:= | —Rsin(ty) |, di:= cos(to) , do:= 1|01, dg:=| —sin(ty) |,
2t 0 1 0
(3.15)

der Ursprung liegt also direkt gegeniiber der Rontgenquelle, dy ist orthogonal zur es-Achse,
do ist parallel zur es-Achse und ds zeigt in die Detektorebene.

Wie bereits im zweiten Kapitel erwahnt, benttigen wir fiir den Beweis das so genann-
te Tam-Danielsson-Fenster. Die obere und untere Grenzen des Tam-Danielsson-Fensters er-
halten wir als stereographische Projektion der Spirale auf die Detektorebene, in d; — do-
Koordinaten lautet die Parametrisierung:

sin(t—to) h  t—tg T

1 —cos(t —ty) " w1 —cos(t — to)

a(t) := fiir (t — to) & 2. (3.16)

Die Skizze 3.4(links) verdeutlicht am Beispiel der ersten Komponente, wie diese beiden Aus-
driicke zu Stande kommen. Mit I'y,, und I'y,; bezeichnen wir die Kurven

Liop :=a((0,27)), Thor :=a((—2m,0)). (3.17)
In der d;-Richtung ist das Tam-Danielsson-Fenster durch die Strecken

I == conv {a(to + 2m — A),a(to — A)},
I, := conv {a(to + A),a(tg — 2m + A) }

begrenzt, wobei A := 2arccos(r/R) so grof§ gewihlt ist, dass die Projektion des Zylinders 2
gerade noch auf die Detektorflache passt, siehe dazu Skizze 3.4(rechts).
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3.2 Wahl der Filterungslinien

-
top d2
tiop
L ]
x
r.' LO -------------
----------------- d,
EF':Ufl rr
thor
Moo
Abb. 3.3: Detektorebene DP(ty)
DP’ DP
g' a, (t)
I~
t-t, ?:: "
K
1- COS(f _ %)
2R

Abb. 3.4: Stereographische Projektion der Spirale auf die Detektorebene, erste
Komponente (links); Wahl des moglichst kleinen Bildwinkels (rechts).
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3 Algorithmus von Katsevich

Wenn wir die gegenseitige Lage von Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektoren
betrachten, dann stellen wir fest:

. —2R 2Rsin2
det |:&7 d:| = det [ h 1—lc;§(is¢sin h ¢—¢cos 72(2;1(3(:;)sincos +¢sin? ]
m  (1—cos)? ™ (1—cos)3
B 2Rh _ [ <0  fiir ¢ € (0,2m)
= A0 —cos(g)p (9 —9) = { >0  fir ¢ € (—27,0)

das bedeutet, dass I';,, und I'pyt (vom Inneren des Tam-Danielsson-Fensters aus gesehen)
strikt konvex sind, und wegen
as(t) h
im — = —
t—to a1(t) 27R

streben sie fiir ¢ — tg gegen eine Asymptote, die durch den Ursprung geht und Steigung
ﬁ hat. Diese Asymptote bezeichnen wir mit Lg. Bemerke, dass Ly parallel zum Geschwin-
digkeitsvektor a(tp) verlauft. Die Abbildung 3.3 zeigt das Tam-Danielsson-Fenster mit der
Projektion & des Punktes x auf die Detektorebene. Bemerke, dass Strecken mit Endpunkten
auf I'yop und I'y,; genau dann vertikal verlaufen, wenn die Differenz der Parameter genau 27
betriigt. Die Projektion Lp 1(z) der PI-Strecke hat daher positive Steigung. Wir beweisen nun

das Lemma 3.2.1.

Beweis: Wir zeigen zuerst die Existenz einer Losung ¢ von (3.14). Wir berachten die Ebe-
nenschar

FP(to,tg) = H(a(to),u(to,tg)), (3.18)

die im aktuellen Kontext nur von to abhéngt (vgl. Formulierung des Lemmas). Mit
FL(to,tQ) = Fp(to,tg) ﬂDP(to) (319)

bezeichnen wir die dazu gehérende Geradenschar von Filterungslinien auf der Detektorebene.
Aus der Definition von ¢; (3.9) ist klar, dass to — tp und ¢; — to stets dasselbe Vorzeichen
haben, deswegen muss die Filterungslinie fiir ¢y # t2 entweder I'y,, oder 'y, genau zwei Mal
in den Punkten a(t2) und a(t1) schneiden. Fiir tg = to stimmt FL(tp,t2) mit Ly iiberein.
Angenommen & befindet sich oberhalb von Lg. Die Filterungslinie F'L(to,tip(z)) enthilt
offensichtlich den Punkt a(t:0p), und muss daher oberhalb von & verlaufen. Fiir to — to néhert
sich F'L(t, t2) der Asymptote Lg. Der Ausdruck in (3.14) kann als signierte Distanz zwischen
x und FP(to,t2) aufgefasst werden, welche stetig von to abhéngt. Da diese Distanz fiir ¢o €
[to, tiop(x)] das Vorzeichen wechselt, muss es mindestens ein ¢y geben, wo der Zwischenwert
0 angenommen wird. Damit ist die Existenz mindestens einer Losung to gezeigt.

Fiir die Eindeutigkeit ist die Konvexitét von I'y,, beziehungsweise I',,; entscheidend.
Wir nehmen wieder an, dass & oberhalb von L liegt. Angenommen es gibe zwei Losungen
to, th € (to, trop), t2 > th. Wegen Definition (3.9) miisste gelten:

to +t th+t
:2 0>2 0

t
! 2 2

=1t]. (3.20)

Wie man aber an der Skizze 3.5(rechts) sieht, gilt wegen der Konvexitét von I't,p:

ty >ty >t > t1, (3.21)
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3.2 Wahl der Filterungslinien

FLity)

Abb. 3.5: Existenz (links) und Eindeutigkeit (rechts) von ts.

was einen Widerspruch ergibt. Parameter aus dem anderen Abschnitt des Pl-Intervalls ¢, €

[tbot, to] kommen nicht in Frage, weil fiir diese der Schnittpunkt a(t}) auf I',, liegen wiirde,

was der Tatsache sgn(ty — tg) = sgn(t; — to) widerspricht. Daher kann es nur eine Losung to

geben. Fiir  auf oder unterhalb der Geraden L argumentiert man analog. |
Wir kénnen also to als Funktion von x und ¢ auffassen, und definieren:

3.2.2 Definition (Vektorfelder u, und j,):

Ug(t) == u(t, ta(z,t)), Bz (t) := ap(t) X ug(t). (3.22)

Bemerke, dass {ay(t), uz(t), Bz(t)} fiir jedes t eine (rechtshéndige) Orthonormalbasis ist.
Wir miissen nun zeigen, dass (3, die Bedingung (3.7) erfiillt.

\
By \\

Abb. 3.6: Vektorfelder u, (links) und 3, (rechts) fiir ein festes z.

3.2.3 Satz (Wahl der Filterungslinien): In (3.22) definiertes Vektorfeld (3, erfiillt die
Bedingung (3.7).
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3 Algorithmus von Katsevich

Beweis: Offensichtlich hingt der Wert von B (z,¢) nur von der Richtung ﬁ € S?fir £ £0

ab, daher brauchen wir die Aussage nur fiir £ € S? zu zeigen. Der Punkt £ = 0 ist eine
Nullmenge, und kann daher ignoriert werden. Wir unterteilen S? wie folgt:

Crit(z) == {¢ € S*|a(tpor(x)), altiop(z)) € I(z,£) oder (z, &) tangiert Cpr(z)}
Ei(z):={¢ € SQ\CTZ't(J})‘H(l’,f) schneidet C'py in genau einem Punkt}
E3(z) := S*\(Crit(z) UZ(z))

®(z) = {€ € S?|€ = Lu,(t) fiir ein t € Ipr}.

(3.23)
(3.24)
(3.25)
(3.26)

Per Definition ist die Einheitssphére disjunkte Vereinigung von Crit(z) und Zi3(z), die
Mengen Z; 3(x) sind offen, und werden voneinander durch Crit(z) getrennt. Die Mengen
Crit(z) und ®(x) sind jeweils aus mehreren Kurven auf der Sphére zusammengesetzt, und
haben Maf} 0 (siche Abbildung 3.7).

8

Abb. 3.7: Mengen Crit(z), Z13 und ®. Die Sphére ist mit Mittelpunkt = einge-
zeichnet.

Sei ¢ ¢ Crit(xr). Wir wihlen ein ¢ e;P[ () mit (x — a(to)) - £ = 0 und betrachten
die Ebene DP(tp). In dieser Ebene tragen wir mehrere Geraden durch Z ein: Lj soll parallel
zu Lo verlaufen, und Ly, soll Ty, oder 'y im Punkt a(t4,y,) tangieren, je nach dem, ob &
oberhalb oder unterhalb der Geraden Lg liegt (wir betrachten wieder nur den ersten Fall).
Dabei soll tyg, in Ipr(z) liegen, und ist durch diese Forderung eindeutig festgelegt. Falls &
genau auf Lo liegt, dann ist ¢y, = to und Ly, = Lo. Die Geraden L{,, Lts, und .Z/P[(IIZ’)
zerlegen die Detektorebene in drei Bereiche Dy, Dy, D3, wie in Abbildung 3.8 gezeigt. Sei

L(z,€) := DP(to) N1II(x, &) (3.27)

die Schnittgerade der Ebenen II(z, &) und DP(ty). Wegen & ¢ Crit(x) kann L(z,£) nicht mit
Lpr(z) iibereinstimmen, weil es gegen die erste Bedingung in (3.23) verstoBen wiirde, sie kann
auch nicht mit L{, oder Ly, libereinstimmen, weil dann die Ebene II(x, £) den Bogen Cpy(z)
tangieren wiirde. Also muss L(z, &) in einem der Bereiche Dj liegen. Falls L(x,£) C D, dann
gibt es genau einen Schnittpunkt mit dem Bogen Cpy(x), ndmlich bei tg, und £ gehort dann
zu Zp. Dieser Fall ist auf der Abbildung 3.8 dargestellt, beachte, dass der Schnittpunkt mit
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3.2 Wahl der Filterungslinien

Iyt nicht zu Cpr(x) gehort. Falls L(z,£) C Dg, dann gibt es zwei Schnittpunkte mit 'y,
also insgesamt drei Schnittpunkte in II(z,£) N Cpr(x) mit Parametern tg < Apia < Atop-
In diesem Fall gehort & zu =Z3. Falls L(x,£) C Ds, dann schneidet L(z,§) sowohl I'y,, als
auch T'p, jeweils ein Mal. Es gibt also wieder drei Schnittpunkte in II(z,&) N Cpr(z) mit
Parametern \yp; < tg < Apop, und & gehort auch zu Z3. Daraus folgt, dass fiir alle £ aus =3
genau drei Schnittpunkte existieren, und dass L(z,§) in Do oder Dj liegt.

Abb. 3.8: Zerlegung der Detektorebene DP(ty)

Um die Berechnung der Summe (3.7) zu vereinfachen, miissen wir alle in dieser Formel
auftretenden Vektoren in geeigneter Weise auf die Detektorebene projizieren. Wir setzen:

§ = ds x (¢ x dg), (3.28)

wobei d3 in (3.15) definierte Vektor ist, der in die Detektorebene DP(to) zeigt. Per Definition
ist £ parallel zur Detektorebene und orthogonal zu der Linie L(z,£), denn der zweite Faktor
ist genau der Richtungsvektor von L(x,&). Ferner gilt:

§-£=¢-(dg x (& xdg)) = (& x ds)- (£ x dg) =€ x dg||” > 0. (3.29)
Fiir den Vektor f3,(ty) definieren wir dhnlich:
Ba(to) = ds x ug(to), (3.30)

dies ist ein Richtungsvektor der Geraden L(zx, ug(to)) (vgl. (3.27)). Wir blenden den Parame-
ter tg aus, und berechnen:

ﬁw'gmzﬂx'(diixux):ch‘(uxxﬁm):dg'@x>0, (3.31)
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3 Algorithmus von Katsevich

das heifit é und £, zeigen im gewissen Sinne in dieselben Richtungen wie £ und g, vgl. Skizze
3.9.

Abb. 3.9: Verhiltnis von &, 8, zu f und

Wir berechnen nun

und schlieffen daraus:
sgn(Bz - §) = sgn(Bs - §)- (3.32)

Dabei haben wir in der Rechnung mehrfach die Gramann-Identitét (,BAC-CAB-Regel®)
angewandt und
B-d3=0, §a,=0, uy=7/3Xag

verwendet. Bei der Schlussfolgerung haben wir wieder ds - a; > 0 benutzt. SchliefSlich berech-
nen wir noch

§-a=(E—ds(¢-dg))-a=¢€-a-0=¢-a,

und folgern daraus zusammen mit (3.32):

sgu(€ - alto)) sgn(Bu(to) - €) = sgn(€ - alto)) sen(Bz(to) - €)- (3.33)
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3.2 Wahl der Filterungslinien

Diese Vereinfachung benutzen wir nun, um B?(x, £) auszurechnen. Dabei werden wir Richtun-
gen auf verschiedenen Detektorebenen betrachten, und die Werte der einzelnen Summanden
von BA(z,¢) an den Skizzen 3.10 und 3.11 ablesen. Bevor wir ins Detail gehen, wollen wir uns

Abb. 3.10: Richtungen auf Detektorebenen DP(ty) fiir I(links) und DP(\,;q) fiir

I1.2(rechts). Die blauen Sektoren markieren mégliche Richtungen von ¢.

Abb. 3.11: Fallunterscheidung auf der Ebene DP()\,) fiir II.1.a und II.1.b

zuerst klar machen, wie diese Abbildungen zu interpretieren sind. Auf diesen Abbildungen
sind Richtungsvektoren in der jeweiligen Detektorebene eingetragen. Auf allen vier Bildern
ist der Geschwindigkeitsvektor a zu sehen, der stets parallel zu der Linie Lg verlauft, und
nach oben-rechts zeigt. Daneben ist Bm eingezeichnet, dieser Vektor zeigt wegen (3.12) und

By -dy = (ds X ug) - dy = ug - (di X d3) = ug - do = uy - €3 > 0

stets nach rechts. Die Linien ¢ und 6} sind orthogonal zu @ bzw. Bx, sie trennen voneinander
die Bereiche, in den die Funktion aus (3.33) Werte +1 (griin) und —1 (rot) annimmt. Blaue
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3 Algorithmus von Katsevich

L{x’ux("‘bot”

Abb. 3.12: Detektorebene DP()\y,) im Fall I1.1.a.

Kreissektoren zeigen jeweils an, welche Richtungen é annehmen kann. Daran kann man dann
jeweils den Wert von (3.33) ablesen. Die Lage der Linien L#, und L, wird klar, wenn man
bedenkt, dass Lp; immer steiler als Lo ist, und dass a(tian) stets unter L(x,u,) liegt, wenn
& oberhalb von Ly liegt (vgl. 3.8).

Die Beitréige der jeweiligen Schnittpunkte in II(x,&) N Cpr(z) erhalten wir aus der fol-

genden Fallunterscheidung;:

I. £ € Z1(z). In diesem Fall gibt es nur einen Schnittpunkt in II(x, &) N Cpr(x), welchen
wir mit a(tyg) bezeichnen. Die Linie L(z,{) muss im Bereich D; der Ebene DP(t()
zwischen L pr(z) und Ly, verlaufen, daraus ergeben sich Einschrinkungen an é , wie in
der Skizze 3.10 (links) zu sehen. Wir stellen fest, dass é stets im griinen Bereich liegt,
und lesen ab:

BP(x,&) = sgn(€ - alto)) sgn(Be(to) - €) = 1. (3.34)
II. ¢ € Z3(x)\®(z). In diesem Fall gibt es drei Schnittpunkte in II(x,&) N Cpr(x), die
entsprechenden Parameter bezeichnen wir mit Apor < Amid < Atop G}p[ ().

I1.1. Wir berechnen zuerst den Beitrag des unteren Schnittpunktes zu der Summe. Dazu
betrachten wir die Ebene DP(\py). Die beiden anderen Schnittpunkte befinden
sich weiter oben, und sind deshalb auf I'y,, rechts von t;,, zu finden, in diesen
beiden Punkten wird I't,, von L(x,&) geschnitten. Wir erinnern uns an Definition
von to(z, Apor) in (3.22), und unterscheiden die Félle ty < Ap und to > Ajgp.

IL.1.a. Falls ta(x, Adpot) > Atop, dann verlduft L(x, &) zwischen Ly, und L(x, ugy(Apot)),
wie in der Abbildung 3.12 zu sehen ist. Deshalb kann f nur in Richtungen
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3.2 Wahl der Filterungslinien

zwischen Lt

L und B zeigen, wie in 3.11(links) zu sehen ist. Wir lesen ab:

sgn(€ - a(Npor)) sg0(Be(Noot) - §) = 1. (3.35)

IL.1.b. Fallsta(x, Apot) < Atop, dann wandert L(x, §) auf der Skizze 3.12 tiber L(z, ug(Apot))
nach oben, und verlduft dann zwischen L(z, ug(Apot)) und Lf. Also kann & nur
in Richtungen zwischen Bé‘ und @+ zeigen. An der Skizze 3.11 (rechts) lesen
wir ab: R R X
sgn(§ - a(Avor)) sgn(Bz(Avor) - §) = —1. (3.36)
Der Fall to(x, Apot) = Atop kann nicht eintreten, da ansonsten im Widerspruch

zur Voraussetzung & = tuy(Apor) gelten wiirde (vgl. die Definition von @ in
(3.26)).

I1.2. Nun berechnen wir den Beitrag des mittleren Schnittpunktes bei A,,;q. In der
Detektorebene DP()\,,;q) muss die Gerade L(x,&) in Ds verlaufen, weil sie Ty
bei Apor und T’y bei Aoy schneidet. Der Bereich D3 ist von Ly und L pr1 begrenzt,
deshalb liegt & zwischen a* und L#;, wie in der Skizze 3.10(rechts) zu sehen. Wir
lesen ab:

sgn(€ - a(Amia)) sgn(Be Amia) - €) = 1. (3.37)

I1.3. Zum Schluss betrachten wir den obersten Schnittpunkt mit dem Parameter A¢p,.
In der Ebene DP(),) sind die beiden anderen Schnittpunkte mit Parametern
Apor und Ap;q auf der Kurve I'y,; links von £y, zu finden. Der Beitrag des obersten
Schnittpunktes hingt davon ab, welcher Fall bei II1 eingetreten ist.

I1.3.a. Angenommen der Fall II(1)a ist eingetreten, das heifit:
tl(x, Abot) =11 < )\mid < )\top < tg = tg(l', )\bot)- (3.38)

Dann muss L(xz,§) in der Ebene DP(\;,,) unterhalb von L(x, uy(Aiop)) ver-
laufen, wie in der Skizze 3.13 gezeigt. Dies zeigen wir mit einem kleinen Wi-
derspruchsbeweis. Wiirde némlich L(z,§) zwischen Lyg, und L(z, ug(Aop))
verlaufen, dann wiirde gelten:

tg(x, /\top) = t/2 < /\bot < /\mid < tll =1 (1‘, /\top)- (3.39)
Zusammen mit (3.38) wiirde dies ergeben:

t,2 < )‘mid <2
tl < )\mid < tlla

wenn man jedoch t1,t] explizit geméB (3.9) ausschreibt, erhélt man:

ty 4+ A ty -t A t!
= 2+2 bot -, 2; 2> to”; 2 -+, (3.40)

was im offensichtlichen Widerspruch zu der Zeile davor steht. Daher muss

3]
)\bot < tz(x, /\top) < t1(l‘, )\top) < )\mid (3.41)

gelten, und der Wert von (3.33) ergibt sich fiir Ay, analog zu II(1)b:

sgn(€ - a(Aop)) sen(Be(Aop) - §) = —1. (3.42)
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3 Algorithmus von Katsevich

Abb. 3.13: Detektorebene DP()\,,) im Fall I1.3.a.

I1.3.b. Angenommen der Fall II(1)b tritt ein. Wir argumentieren genau wie in I1I(3)a
und stellen fest, dass L(z,§) zwischen Ly, und L(z, ug(Aiop)) verlduft. Wir
berechnen analog zu II(1)a:

sgn(é - a(Miop)) sgn(Ba(Aop) - €) = 1. (3.43)

Wir benutzen jetzt (3.33) und addieren alle Beitriige der einzelnen Schnittpunkte zu
BP(z,€) auf:

I =1
I1(1)a + 112 + 11(3)a —14+1-1 =
I1(1)b -+ I12 + I1(3)b =-1+1+1 =1

Damit haben wir gezeigt, dass fiir alle £ € =; U (E3\®) die Bedingung (3.7) erfiillt ist. Fiir
¢ € Crit(x) U ®(x) brauchen wir nichts zu zeigen, weil Crit(z) und ®(z) Nullmengen sind,
und in der Voraussetzung des Satzes 3.1.4 die Bedingung nur fiir fast alle £ sicherzustellen
war. Damit ist die Konstruktion des Algorithmus von Katsevich abgeschlossen. |

3.3 Aufwand und Anforderungen an den Detektor

Zum Abschluss wollen wir noch kurz begriinden, warum der Algorithmus von Katsevich ver-
gleichsweise schnell ist, wenig Speicher bendtigt, und mit einem kleinen Detektor auskommt.
Dazu betrachten wir nacheinander alle in der Inversionsformel verwendeten Operatoren.
Der erste Filterungsoperator 9 bendtigt nur nah beieinander liegende Datenpunkte, dazu
reichen nur wenige aufeinanderfolgende Projektionen, die fiir die Filterung kurz im Speicher
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3.3 Aufwand und Anforderungen an den Detektor

vorhanden sein miissen, und danach iiberschrieben werden koénnen, im Vergleich zum rekon-
struierten rdumlichen Datensatz ist dieser zusétzliche Speicheraufwand vernachléssigbar.

Um die Hilberttransformation #? o d o Df schnell zu berechnen, miissen wir die pro-
jizierten Punkte geeignet gruppieren. Dazu betrachten wir fiir Parameter 9 € R und t2 €
[to — 27 + A, tp + 27 — A] die Filterungslinie F'L(to,t2) (vgl. (3.19)) und die dazu gehorige
Ebene FP := FP(ty,t2) (vgl. (3.18)). Bemerke, dass fiir alle Punkte € F'P die Bedingung
(3.14) erfiillt ist, das heifit, fiir all diese Punkte stimmt die von ay(tp) und S5y (to) aufge-
spannte Ebene mit F'P {iberein, insbesondere muss fiir all diese Punkte nur entlang der Linie
FL(to,t2) gefiltert werden. Bemerke zudem, dass a,(t) und S;(¢) nur von der Richtung des
Vektors (z — a(tp)) abhéngen, und nicht von seiner Lénge. Diese Richtung parametrisieren
wir durch Winkel 7, indem wir {u(tp,2)} durch zwei orthonormale Vektoren k1, ke € S? zu
einer (rechtshindigen) Orthonormalbasis ergéinzen, und die Vektoren a,(ty) und S, (tg) wie
folgt darstellen:

az(to) = cos(n)k1 + sin(n)ke
B (to) = sin(n)k1 — cos(n)ka.

Damit wird ©° aus (3.2) zu:
07 (az(t0),7) = cos(n — 7)k1 + sin(n — ) k2, (3.44)
wobei 17 = n(x) von der Richtung des Vektors a(tp) abhingt. Damit gilt fiir alle z € QN FP:
(H00 0 Df)(alto), ax(to))
= [ @0 D1t costn - s +sinln - )
=: Wiy 1, (0)-

An dieser Darstellung erkennt man, dass Uy, +,(n) ein Faltungsintegral ist, welches effizient
mit Hilfe von FFT ausgewertet werden kann. Eine einzelne Anwendung der eindimensionalen
schnellen Faltung liefert also Werte Wy, 4,(n) fiir alle n € [0,27), und somit auch (H® o0 d o
Df)(a(to), az(to)) fir alle Punkte x in der Ebene F'P.

\_

dry
sin(y)

r/R = 0.5 r/R=0.7 r/R=0.9

Abb. 3.14: Detektorflache fiir verschiedene Verhiltnisse von r zu R.

Die Riickprojektion D# ist aufwendig, aber man kann bei geschickter Implementierung
die Berechnung auf mehrere Prozessoren aufteilen, siehe dazu etwa [YGKZJ].
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3 Algorithmus von Katsevich

Ein weiterer Vorteil dieses Algorithmus ist die Tatsache, dass der benétigte Detektor
kaum grofler als das theoretisch minimale Tam-Danielsson-Fenster ist. Auf der Abbildung
3.14 sind Detektorflichen fiir verschiedene Verhéltnisse von r zu R und h = R dargestellt.
Die Umrisse des Tam-Danielsson-Fensters sind zum Vergleich ebenfalls eingezeichnet.

Wir fassen zusammen: der Algorithmus von Katsevich ist theoretisch exakt, numerisch
stabil (siehe [Kat2]), ldsst eine schnelle parallele Implementierung zu, bendtigt nur wenig
zusétzlichen Speicher sowie einen vergleichsweise kleinen Detektor, funktioniert auf einem
weit verbreiteten Typ von Tomographen und lésst sich in viele Richtungen verallgemeinern.
Das alles rechtfertigt die Einstufung dieses Algorithmus als wichtigen Durchbruch auf dem
Gebiet der Spiral-Computertomographie.
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4 Anhang

In diesem Anhang sind einige Rechnungen und Abschétzungen zu finden, die in den Bewei-
sen verwendet werden, jedoch nicht direkt mit dem eigentlichen Thema zu tun haben, und
austauschbar sind.

4.0.1 Rechnung (Verkettungen mit der Deltadistribution): Wir wollen hier kurz die
Definitionen (2.4) und (2.5) begriinden.

Beweis: Fiir die erste Definition berechnen wir:

(Bog,v) = /R 5(g() () da

= lim | 8u((x))(x)dr

= 21_% /Bry(u) R VY(z)dz

g-1({0})
= hm/ I(gii(z)) dz
2o 8 o @)
_ v()
veg1liop 19 )

Dabei ist (J¢). eine Diracfolge von C'*°-Funktionen mit supp(d.) CC B.(0) (siehe dazu [WI,
1.IV Beispiel ¢)]), und By, (v) hinreichend kleine Umgebungen um die Nullstellen, auf den
g ein Diffeomorphismus ist. Bemerke, dass fiir Funktionen f wie in (2.5) die Nullstellen des
punktweisen Produktes f - g stets dieselben bleiben, daher gilt:

L ou(z) _ O
FD= Y oo ol S oo

oy TV “(gop
1 Oy 1
== > =1 (0og).
/
71, oy 9@ T
[ |
4.0.2 Rechnung (Signumfunktion aus dem Dirichlet-Integral):
efzta:
/ dr = —imsgn(t). (4.1)
R X
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4 Anhang

Beweis: Fiir ¢t = 0 ist die Gleichheit offensichtlich, fiir ¢ # 0 erhélt man mit der Substitution
z =|t|x:

—itx —itx
e’ ) e
/ dr = lim dx
R X e—0 R\B.(0) T
oo ,—itx itx
. e —e
= hm 7(1.1‘
e—=0 J. T

% o4
:/ zsm(tx)dx
0

X

=—2i sgn(t)/ sin(lt] z) |t] dx
0 |t =

= —2isgn(t) /000 Sin(z)dz

z

T
= -2 t)—

isgn( )2
= —misgn(t).

Im letzten Schritt wurde der Wert des Dirichlet-Integrals eingesetzt. ]

4.0.3 Rechnung (Abschitzung mit Kotangens): Fiir z € (0,7) gilt die Ungleichung
zcot(z) < 1. (4.2)
Beweis: Fiir z = 7/2 verschwindet die linke Seite. Fiir z > 7/2 wird der Kotangens auf der

linken Seite negativ, wie auch der ganze Term. Fiir x € (0,7/2) bringen wir den Kotangens
auf die rechte Seite, und schétzen ab:

T T x
1
r= [ dr < / 1 4 tan?(7)dr = / tan’(7)dr = tan(z) = ,
/o 0 0 cot(x)
was insgesamt die Behauptung zeigt. |
4.0.4 Rechnung (Abschitzung mit Sinus): Auf dem offenen Dreieck
A::{[i] € (0,2m)? :C>y}
gilt die Ungleichung:
sin(x — y) — sin(x) + sin(y) > 0. (4.3)

Beweis: Die Funktion F(z,y) := sin(z — y) — sin(z) + sin(y) muss auf der kompakten Menge
A ein Minimum annehmen, wir untersuchen zuerst die Extrema auf dem offenen Kern. Der

Gradient von F ist:
Al () g eieopeai
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Abb. 4.1: Graph von sin(z — y) — sin(z) + sin(y) fiir z > y (kontrastreich) bzw = < y
(bleich)

dieser verschwindet genau dann, wenn

cos(z) = cos(x — y) = cos(y) =: ¢

erfiillt ist. Wendet man die Additionstheoreme auf den zweiten Ausdruck an, liefert es zwei
quadratische Gleichungen fiir (:

¢ = cos(y) cos(z) + sin(y) sin(x) = ¢2 + m2 = { 342 -1

mit moglichen Losungen {1,—3}, von den nur die zweite im Bild des Kosinus iiber dem
offenen Intervall (0,27) liegt. Wegen der Einschrankung = > y ist

x| | 4n/3

y | | 27/3
das einzige Extremum. Der Wert von F' an dieser Stelle ist % > 0. Auf OA verschwindet F’
offenbar. Also wird das Minimum 0 nur auf dem Rand angenommen, im Inneren des Dreiecks

bleibt F' stets positiv, was dquivalent zur Behauptung ist. Fiir x < y gilt eine v6llig analoge
Aussage (linke Teil des Graphen auf der Abbildung 4.1). |
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